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Vorwort- 


Man  hat  in  den  neuern  Zeiteu  wohl  mit  Recht  die 
Geometrie  der  Lage  von  der  Geometrie  des  Masses  un- 
terschieden, indessen  gleichwohl  Sätze,  in  welchen  von 
keiner  Grösse  die  Rede  ist,  gewöhnlich  durch  Betrach- 
tung von  Verhältnissen  hewiesen.  Ich  hahe  in  dieser 
Schrift  versucht,  die  Geometrie  der  Lage  zu  einer  selbst- 
ständigen Wissenschaft  zu  machen,  welche  des  Messens 
nicht  bedarf.  Um  jedoch  diejenigen  Eigenschaften  der 
Curven  und  Flächen  IL  Ordnung,  welche  auf  Mittel- 
punkte, Axen,  Brennpunkte  u.  s.  w.  sich  beziehen,  nicht 
ganz  unberührt  zu  lassen,  habe  ich  das  Wesentliche  hie- 
von  in  einen  Anhang  aufgenommen. 

Jeder  geometrische  Unterricht  muss  von  allgemeinen 
Betrachtungen  ausgehen,  welche  den  Schüler  mit  den 
verschiedenen  Arten  von  geometrischen  Gebilden  bekannt 
machen  und  sein  Anschauungsvermögen  üben.  Die  mei- 
sten Lehrbücher  der  Geometrie  gehen  aber  zu  bald  zum 
Besondern,  nämlich  zur  Congruenz  und  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  über,  daher  sie  auch  manche  Begriffe  nicht  in 
der  gehörigen  Allgemeinheit  aufstellen.  Aehuliche  ebene 
Figuren  sind  nichts  anderes  als  homologe  Stücke  von 
ähnlichen  ebenen  Systemen,  ähnliche  Körper  aber  homo- 
loge Stücke  von  ähnlichen  räumlichen  Systemen.  Der 
Betrachtung  von  centrischen  Figuren  sollte  die  des  cen- 
trischen  ebenen  Systems  und  der  Betrachtung  von  sym- 
metrischen Figuren  die  des  symmetrischen  ebenen  Systems 
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voranj^eschickt  werden.  Uebrigens  ist  in  vielen  Lehr- 
büchern der  Geometrie,  obgleich  Natur  und  Kunst  in  al- 
len ihren  Gebilden  nach  Syninietrie  streben,  dieser  Be- 
griff gar  nicht  entwickelt. 

Wenn  es  für  den  Geübtem  keine  Uebung  mehr  ist, 
zu  dem  einen  von  zwei  reciproken  Sätzen  den  andern  zu 
suchen,  SU  ist  dieses  doch  für  den  AntUnger  eine  zweckmäs- 
sige Aufgabe,  welche  ihn  veranlasst,  durch  einige  Thätig- 
keit  Gebilde  zur  Anschauung  zu  bringen.  Dass  aber  das 
Gesetz  der  Reciprocität  jeden  für  die  Geometrie  empfängli- 
chen Schüler  mehr  anrege,  als  irgend  ein  einzelner  Satz, 
wird  jeder  Lehrer  erfahren,  der  seine  Schüler  auf  das- 
selbe aufmerksam  nunht.  Vielleicht  wird  diese  Schrift 
einige  Lehrer  bestimmen,  ihrem  unterrichte  in  der  Geo- 
metrie des  Masses  das  Wesentliche  aus  der  Geometrie 
der  Lage  voranzuscliii  kcn,  damit  ihre  Schüler  gleich  An- 
fangs denjenigen  Ucberblick  über  die  Wissenschaft  ge- 
winnen, ülnie  welchen  das  rechte  Verstiindniss  der  ein- 
zelnen Sät/e  und  ihrer  Beziehung  zum  Ganzen  nicht  wohl 
möglich  ist. 

Erlangen,  im  August  1847. 


Wer  Verfassen 
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Einleituusr.     D«r  Strahlfnbüodcl.     U  iuieiräuiae  oad  WiukrHlicIieo. 


1.  mPie  Geometrie  gebt  von  der  Vorstellung  eines  unbe- 
grenzten Raumes  aus;  ein  vollständig  begrenztes  Stück  desselbca 
heisst  ein  Körper. 

Köq)er  und  überhaupt  körperliche  Räume  werden  durch  Flä- 
chen, Flächen  durch  Linien,  Linien  durch  Piuikte  getheilt  und 
begreuzt.  Oberfläche  eines  Köri>ers  ist  die  Fläche,  welche  ihn 
einschJiesst,  oder  der  Inbegriff  der  Flächen,  welche  ihn  begrenzen. 

Jede  Fläche  hat  zwei  Seiten;  dasselbe  kann  von  jeder  Linie 
in  einer  Fläche,  so  wie  auch  von  jedem  Punkte  in  einer  Linie 
gesagt  werden. 

2.  Hin  Punkt  ist  antheilbar.  Bewegt  sich  ein  Punkt,  so  be- 
schreibt er  eine  Linie;  durch  die  Bewegung  einer  Linie  kann  eine 
Fläche,  durch  die  Bewegung  einer  Fläche  ein  körperlicher  Raum 
erzengt  werden.  Eine  Linie  geht  durch  jeden  in  ihr  liegenden 
Punkt,  eine  Fläche  aber  durch  alle  in  ihr  liegenden  Punkte  und 
Linien. 

Körperliche  Räume,  Flächen,  Linien,  Punkte  und  Zusam- 
mensetzungen aus  denselben  sind  geometrische  Gebilde.  Lnter 
einer  Figur  versteht  man  gewöhnlich  eine  vollständig  begrenzte 
Fläche.  Umfang  einer  Figur  ist  die  Linie,  welche  sie  einschüesst, 
oder  der  Inbegriff  der  Linien,  welche  sie  begrenzen. 

3.  Jeder  Punkt  einer  geschlossenen  (in  sich  zurückkehrenden) 
Linie  kann  als  Anfang  und  Ende  derselben  betrachtet  werden. 
Beschreibt  ein  Punkt  eine  geschlossene  Linie,  welcher  die  drei 
Quakte  A,  D,  C  angehören,  so  aauss  er  entweder  im  Sinne  ABC, 
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welcher  mit  dem  Ton  BCA  oder  CAB  ganz  einerlei  i«t,  oder  in 
dem  dem  erstem  entgegengesetzten  Sinne,  welcher  durch  BAC 
oder   ACB   oder  CBA   angezeigt  wertlen  kann,  sich  bewegen. 

^Ve^den  in  einer  Linie,  welche  sich  nicht  schlicsst,  drei  Punkte 
angenommen,  so  sind  die  beiden  üusseru  durch  den  mittlem  ge- 
trennt. Unter  vier  Punkten  /  einer  geschlossenen  Linie  sind  zwei 
Paar  getrennte. 

4.  Von  einer  Fläche  und  einer  Linie,  welche  durch  einen 
und  denselben   Punkt  gehen,  sagt  man,   dass  sie  in  diesem  Punkte 

•  i.       \  berühren  )  ,.        ,  r^^i     i       • 

Bich      V  '  ,     wenn    die    ihm    zimächstliecenden    Theile    der 

/  schneiden ) 

, .  .  -     (  einerlei  I    c,  .     ,  ^     ,      ,^1     i     ••  ..r     ■ 

JLinie    auf     (  )    Seite  (n)  der  Flache  hegen.    >i  er- 

/  entgegengesetzten  > 

den  in  einem  körperlichen  Räume,  welcher  durch  eine  Fläche  in 
zwei  Theile  getheilt  ist ,  zwei  ausserhalb  dieser  Fläche  befindliche 
Punkte  durch  eine  Linie  ferbunden,  so  schneidet  diese  die  Flüche 
parmal  (gar  nirht  oder  zweimal  oder  viermal  u.  s.  w.)  oder  un- 
parinal,  je  nachdem  jene  Punkte  auf  einerlei  oder  entgegengesetz- 
ten Seiten  derselben  liegen. 

5.  Zwei  Linien ,  welche   in  einer  und  derselben  Fläche  liegen 

,     ,       ,       .  ,     ,         ,.         T>     1  1  \  berühren  )      .  , 

nnd  darch    einen    und    denselben  Punkt    gehen,     <  }    sich 

(  schneiden  > 

in  diesem  Punkte,    wenn    die    ihm    zunächstliegenden  Theile    einer 

•    1  .       ...       ▼  ■    .  /.  r*  einerlei  )      ^  .     ,   ^ 

jeden  von  den  beiden  Linien  auf  }  )      Seite  (n) 

(entgegengesetzten') 

der  andern  liegen.  ^Verden  in  einer  Fläche,  welche  durch  eine 
Linie  in  zwei  Theile  getheilt  ist,  zwei  ausserhalb  dieser  Linie 
befindliche  Punkte  durch  eine  andere  Linie  verbunden,  so  schnei- 
det diese  die  erstere  parmal  oder  unparmal,  je  nachdem  jene 
Punkte  auf  einerlei  oder  entgegengesetzten  Seiten  derselben  liegen. 
Eine  Linie  kann  auch  sich  selbst  schneiden  oder  berühren 
und  daher  ein  zweien  Linien  gemeinschaftlicher  Punkt  ein  viel- 
facher (öfter  als  einmal  zu  zählender)  Schnitt-  oder  Berührungs- 
punkt oder  auch  beides  zugleich  seyn. 

6.  Zwei  Flächen,  welche  durch  eine  und  dieselbe  Linie  gehen, 

S  berühren  (       .       .        . 
,  >     sich  in  dieser  Linie,    wenn  die  ihr  zunächstliegenden 

schneiden)  *» 
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Thelle  einer  jeden  von  den  l)eiden  Fachen  auf  ]  ( 

fentgcgcngeselzter»! 

Seite (n)  der  andern  liegen.  Zwei  Flächen  berühren  gich  in  einem 
Punkte,  durch  welchen  beide  gehen,  wenn  der  zunächst  um  ihn 
herum  liegende  Theil  einer  jeden  von  dea  beiden  Flächen  ganz 
auf  einerlei  Seite  der  andern  liegt. 

Wenn  eine  Linie,  welche  in  der  einen  von  zwei  sich  schnei- 
denden Flächen   liegt,    die  Schnittlinie   derselben  in  einem  Punkte 

(Schneidet/  (schneidet/     ,      .       ,         „        r^     , 

<,     ...       >   >  ^o    {.     ...       )   sie    in    demselben   Punkte    auch    die 

/berührt  j  /berührt  ( 

andere  Fläche.     Berühren  sich  zwei  Flächen  in  einem  Punkte  oder 

in  einer  Linie,    so   wird   auch  jede   von    den   beiden  Flächen  von 

allen  Linien  berührt,   welche  in  der  andern  liegen  »ind  durch  den 

Berührungspunkt  oder  einen  Punkt  der  Berührungslinie  gehen. 

7.  Eine  Linie,  welche,  wenn  sie  in  zwei  Punkten  festgehal- 
ten ist,  ihre  Lage  nicht  ändern  kann,  hcisst  gerade.  Eine  Linie 
heisst  gebrochen,  wenn  sie  aus  geraden  Linien  zusammengesetzt 
ist,  ohne  gerade  zu  seyn;  —  krumm,  wenn  kein  Theil  derselben 
gerade  ist;  —  gemischt,  wenn  sie  aus  geraden  und  krummen  Li- 
nien zusammengesetzt  ist. 

Ein  gerades  Gebilde  ist  im  Allgemeinen  der  InTiegriff  von 
allen  Punkten  (Elementen),  welche  eine  Gerade  (unbegrenzte  ge- 
rade Linie)  errüilen,  und  von  welchen  man  annehmen  kann,  dass 
jeder  seine  Stelle  in  der  Geraden,  auch  wenn  diese  bewegt  wird, 
unverrückt  beibehalte.  Ein  gerades  Gebikle  im  engern  Sinne  be- 
steht aus  einzelnen  Punkten  oder  auch  Stücken  einer  Geraden. 

Eine  Fläche,  welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  er- 
zeugt werden  kann,  heisst  eine  Regelfläche, 

8,  Zwischen  je  zwei  Punkten  ist  eine  von  ihnen  begrenzte, 
durch  je  zwei  Punkte  eine  unbegrenzte  gerade  Linie  niöglich. 
Zwei  Gerade  können  hiernach,  wenn  sie  nicht  ganz  in  einander 
fallen  sollen,  höchstens  einen  Punkt  gemein  haben.  Ist  ein  nicht 
gerades  Gebilde  nur  in  zwei  Punkten  festgehalten,  so  kann  es 
noch  um  die  durch  die.^  beiden  Punkte  bestimmte  Gerade  gedreht 
werden. 

Eine  Gerade  wird,  wenn  sie  al«  Element  erscheint,  auch  ein 
Strahl  genannt  und   durch  jeden    in    ihr    angenommenen  Punkt  in 


zwei  Halbstrahlen  gethcilt,  welche  eine  gemeinschaftliche  Spitze 
aber  entgegengesetzte  Richtungen  haben,  und  von  welchen  jetler 
die  Ergänzung  des  andern  heissen  soll. 

Aus  einem  gegebenen  Mittelpunkte  A  wird  ein  anderer  Punkt 
B  durch  den  Strahl  AB  projicirt,  welcher  durch  beide  Punkte 
geht.     Der  Halbstrahl  AB  projicirt  dentPunkt  B  aus  der  Spitze  A. 

9.  Ein  Slrablenbundel  ist  der  InbegrifT  von  allen  Strahlen, 
welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  (Mittelpunkt)  denkl>ar 
sind.  Der  Inbegriff  von  allen  nur  denkbaren  Halbstrahlen,  welche 
einen  und  denselben  Punkt  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben, 
soll  ein  Halbstrahlenbiindel  heissen.  Bei  einem  Gebilde  der  er- 
stem Art  werden  Strahlen,  bei  einem  Gebilde  der  letztern  Ait 
aber  Halbstrnlileu  als   Elemente  betrachtet. 

10.  Ein  einfacher  Winkelraum  ist  ein  Thtil  von  einem  Halb- 
slrahlenltündel  und  also  so  beschaiFen,  dass  jeder  Halbstrahl,  wel- 
cher mit  ih)n  (dem  einfachen  \Vinkelraume)  einerlei  Spitze  hat 
und  durch  irgend  einen  Punkt  in  ihm  geht ,  ganz  in  denselben 
füllt.  Eine  Flache,  welche  die  erwähnte  Eigenschaft  hat,  welche 
jnan  also  von  Halbstrahlen,  die  eine  gemeinschaftliche  Spitze  ha- 
ben, erfiillt  sich  denken  kann,  soll  eine  einfache  Winkel-  oder 
Kegelfliiche  heissen. 

Einfache  Winkelräume  werden  durch  einfache  AVinkelfiächen, 
einfache  W  inkelllächen  durch  Halbslrahlen  begrenzt.  Die  Grenze 
eines  Winkelraumes  nennt  man  seinen  Mantel,  die  Grenzen  einer 
\Vinkellläche  aber  ihre  Schenkel, 

Bewegt  sich  ein  Halbstrahl  um  seine  Spitze  als  festen  Punkt, 
so  beschreibt  er  eine  einfache  Winkelfläche.  Jeder  Halbstrahl  in 
einer  geschlossenen  einfachen  Winkelfläche  kann  aU  Anfang  und 
Ende  derselben  betrachtet  werden,  daher  unter  vier  Elementen 
einer   solchen   Fläche  nur  zwei  Paar  getrennte  sind. 

11.  \^  cnn  einfache  Winkelflächcn,  welche  eine  gemeinschaft- 
liche Spitze  haben,  sich  schneiden  oder  berühren,  so  geschieht 
solches  in  Halbstrahlen.  Würde  gesagt,  dass  zwei  geschlossene 
einfache  Winkelflächen,  wtiche  nur  die  Spitze  mit  einander  ge- 
mein haben,  in  diesem  Punkte  sich  berühren,  so  würden  nicht 
mehr  Halbstrahlcn  sondern  Punkte  als  Elemente  der  beiden  Flä- 
chen betrachtet  v>crden. 


Werden  in  einem  Halbstmhlcnljiindel ,  welcher  durch  eine 
einfache  Winkclfläche  in  zwei  Theilc  gethcilt  ist,  zwei  ausserhalb 
dieser  Fläche  liegende  Halbstralilcn  durch  eine  andere  einfache 
Winkclfläche  verbunden,  so  schneidet  diese  die  ersterc  parmal 
oder  unparmal,  je  nachdem  jene  Haibstrahlcn  auf  einerlei  oticr 
entgegengesetzten  Seiten  derselben  liegen.  Zwei  geschlossene  ein- 
fache Winkelflächen,  welche  eine  gemeinschaftliche  Spitze  haben, 
schneiden  sich  also  parmal. 

«rt,     r,      .      .   -    1      „T.   ,    .    (raume^       ,,       ^  .    .    .    (räume/ 

12.  Zwei    emfache  Winkel   l.,  .     )   sollen  Scheitel    S  ..  ,      > 

/flachen)  ((lachen) 

zu  einander  hcissen ,  wenn  jeder  Halbstrahl,  welcher  dem  einen 
von  den  beiden  Gebilden  angehört,  seine  Ergänzung  im  andern 
findet.  Die  Mäntel  von  Scheitelräumen  sind  Schcitelflächcn  zu 
einander.  Jeder  einfache  Winkelraum,  welcher  ganz  ausserhalb 
seines  Scheitelraumes  liegt,  ohne  dass  der  Mantel  des  einen  <len 
Mantel  des  andern  berührt,  heisst  auch  ein  Halbstrahlenkegel. 

13.  Ein  vollkommner  VVinkelraum  ist  ein  Theil  von  einem 
Strahlenbündel  und  also  so  beschaffen,  dass  jeder  Strahl,  welcher 
mit  ihm  (ilem  volikommnen  Winkelraume)  «inerlei  Mitt«'Ipunkt  hat 
und  durch  irgend  einen  Punkt  in  ihm  geht,  ganz  in  denselben 
füllt.  Eine  Fläche,  welche  die  erwähnte  Eigon5chaft  hat,  welche 
man  also  von  Strahlen,  die  einen  gemeinschaftlichen  Mittel|)unkt 
haben,  erfüllt  sich  denken  kann,  soll  eine  vollkommne  Winkel- 
oder Kegelflächc  heissen. 

Vollkommne  Winkelräume  werden  durch  vollkommne  Winkel- 
flächen, vollkommne  Winkelflächen  durch  Strahlen  begrenzt.  Be- 
wegt sich  ein  Strahl  um  seinen  Mittelpunkt  als  festen  Punkt,  so 
beschreibt  er  eine  vollkommne  Winkelfläche.  Unter  vier  Elemen- 
ten einer  geschlossenen  Tollkoramnen  Winkelfläcbe  sind  nur  zwei 
Paar  getrennte. 

14.  Ein  vollkommner  VVinkelraum,  welcher  aus  zwei  Halb- 
strahlenkegeln  (Scheitelkegeln)  besteht,  von  welchen  aber,  wenn 
Strahlen  als  Elemente  betrachtet  werden,  nur  wie  von  einem 
Räume  gesprochen  wird,  beisst  auch  ein  Str?hlenkegel.  Von  je- 
dem Strahle,  welcher  mit  einem  Strahlenkegel  einerlei  Mittelpunkt 
hat,  aber  nicht  im  Mantel  demselben  liegt,  kann  man  sagen,  dass 


er  gncx  auf  eiDerlei)  nämlich  entweder  der  Innern  oder  Süssem 
Seite  ilieacr  Fläche  liege. 

Vullkoramne  Winkelflächen,  welche  einen  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt  halben  (concentrisch  sind),  schneiden  und  berühren 
sich  in  Strahlen.  Werden  zwei  Strahlen,  welche  mit  einem  Strah- 
lenkegel einerlei  Mittelpunkt  haljen ,  aber  nicht  im  Mantel  dessel- 
ben liegen,  durch  eine  vollkommne  Winkelfläche  verbunden,  so 
schneidet  diese  die  erstere  parmal  oder  unparma! ,  je  nachdem 
jene  Strahlen  auf  einerlei  oder  eutgej^engcsctzten  Seiten  derselben 
liegen. 

15.  Eine  vollkommne  Winkelfläche  heisst  von  parer  Ordnung, 
wenn  sie  aus  zwei  geschlossenen  einfachen  Winkelflächen  (Schei- 
telilächen)  besteht,  und  also  ein  Strahl,  welcher  die  Fläche  be- 
schreibt, zuletzt  wieder  in  seine  anfängliche  Lage  kommt; —  von 
unparer  Ordnung  aber,  wenn  sie  zugleich  als  eine  einfache  Win- 
k'lfläche  betrachtet  werden  kann,  und  also  ein  Strahl,  welcher 
die  Fläche  beschreibt,  zuletzt  in  eine  der  anfänglichen  entgegen- 
gesetzte I-age  kommt ,  nämlich  mit  Verwechslung  seiner  beiden 
Hälften  die  ursprüngliche  Stelle  wieder  einnimmt.  "Von  der  Ord- 
nung einer  Winkelfläche  kann  nur  gesprochen  werden,  wenn  dio 
Fläche  eine  geschlossene  vollkomame  >Vinkellläche  ist. 

1  parer  J 
Eine     Winkelfläche    S  )    Ordnung,     welche     sich     selbst 

lUnparerj 

schneidet  oder  berührt,  kann  als  der  Inbegriff  von  zwei  oder  meh- 
reren geschlossenen  vollkommnen  Winkelflächen  betrachtet  werden, 
von    welchen    keine    öfter    als    einmal    durch    einen    nnd   denselben 

!pare  ) 
'    Anzahl  von  Winkel- 
(Unpare 

flächen  unparer  Ordnung    sich  befindet. 

16.  Durch  eine  Kcgelfläche  parer  Ordnung,  welche  sich  selbst 
weder  sclincidet  noch  beridirt,  wird  ein  Strahlenbüudcl  in  zwei 
Theile  getheilt,  von  welchen  der  eine  ein  Strahlcnkegel  ist,  wäh- 
rend im  andern  unendlich  viele  \Vinkelflächen  unparer  Ordnung 
denkbar  sind. 

Durch  eine  Winkelfläche  uftparer  Ordnung,  welche  sich  selbst 
wetler  schneidet  nt»ch  berührt,  wird  ein  Slrahleubündel  nicht  ge- 
theilt,   indem    kein  Strahl    desselben    von  einem  andern  durch  die 


Fläche  getrennt  ist.  Ein  Halbstrahleubündel  wird  durch  eine  Flä- 
che der  erwähnten  Art  in  ein  Paar  Scheitelräiime  getheilt,  wel- 
che einen  gemein^chaftlicheq  Mantel  haben ,  daher  die  beiden 
Hälften  eines  jeden  Strahles,  welcher  der  Fläche  nicht  angehört, 
aber  durch  ihren  Mittelpunkt  gpht,  auf  entgegengesetzten  Seiten 
derselben  liegen,  und  jede  einfache  WinkclHäche,  welche  zwei 
•olche  Halbstrahlen  zu  Schcnkelq  hat,  die  erstere  unparmaj 
schneidet. 

'  Da  eine  Winkelfläche  unparer  Ordnung  als  einfache  Winkel- 
fläche betrachtet,  durch  jeden  in  ihr  liegenden  Strahl  in  ein  Paar 
Scheitelflächcn  getheilt  wird,  und  also  die  beiden  Hälften  eine* 
je<len  andern  Strahles  der  Fläche  auf  entg«»gengesetzten  Seiten 
des  erstem  liegen,  so  wird  überhaupt  von  zwei  Geraden,  welche 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  gesagt,  dass  sie  in  die- 
sem Punkte  sich  schneiden. 

17.  Zwei  geschlossene  vollkommne  Winkelfläcben,  welche  ei- 
sen gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben,  schneiden  sich  parmal, 
wenn  entweder  beide  von  parer  Ordnung  sind,  oder  die  eine  voo 
parcr  und  die  andere  von  unparer  Ordnung  ist;  —  unparmal 
aber,  wenn  beide  von  unparer  Ordnung  sind.  Folgt  aus  l!|f 
und  16. 


§•     2. 

Die  Ebene.     Der  Strahlenbüschel  und  der  Ebenenbüsche!, 

18.  Eine  Ebene  ist  eine  Winkelfläche  unparer  (erster)  Ord* 
nung,  in  welcher  jeder  Pimkt  als  Mittelpunkt  betrachtet  werden 
kann. 

Geht  also  eine  Gerade  durch  zwei  Punkte  einer  Ebene,  so 
fällt  s»e  ganz  in  dieselbe.  Von  einer  nicht  in  ihr  liegenden  Ge- 
raden kann  hiernach  eine  Ebene  höchstens   einen  Punkt  enthalten. 

Haben  eine  Ebene  und  eine  ausserhalb  derselben  liegende 
Gerade  einen  Punkt  gemein,  so  (16)  schneiden  sie  sich  in  die- 
sem Punkte,  we'cher  «iie  Spur  der  Geraden  in  der  Ebene  oder 
auch  die  Spur  der  Ebene  in  der  Geraden  beisst. 

19.  Durch  zwei  Punkte  und  also  auch  durch  eine  Gerade 
sind  unendlich  viele  Ebenen  denkbar.     Durch  drei  Punkte,  welch« 
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nicht  in  einer  nnci  dersr  Iben  Geraden  liegen,  a)«o  auch  dnrch  eine 
Gerade  und  einen  ansserbalb  derselben  befindlichen  Punkt,  so  wie  auch 
durch  jwei  sich  schneidende  Gerade  ist  eine  Ebene  möglich.  Von 
der  Ebene,  welche  eine  Gerade  a  mti  einem  ausserhalb  dersell>en  be- 
finillichen  Punkte  P  Terbindet,  soll  gesagt  werden,  dass  »ie  aus  der  Axe 
a  den  Punkt  P  oder  aus  dem  Mittelpunkte  P  die  Gerade  a  projicire. 
Wird  eine  Ebene  um  eine  in  ihr  liegende  Gerade  als  feste 
Axe  gedreht,  bis  sie  mit  Verwechslung  ihrer  beiden  Hälften  (der 
beiden  Halbebenen)  die  ursprüngliche  Stelle  wieder  einnimmt,  «o 
fällt  sie  nach  und  nach  mit  jeder  durch  jene  Gerade  gehenden 
Ebene  zusammen. 

Snarer    i 
\    Ordnung   wird    (17)   voo 
unparcr  \ 

einer  jeden  durch    ihren  Mittelpunkt  gehenden  Ebene    >  .> 

''  *  *'  iun|»armjd> 

geschnitten ;    die    Schnittlinien    sind    Strahlen.      Eine    geschlossene 

einfache  Kegelfläche  wird  von    einer  jeden    durch   ihre  Spitze  ge-» 

henden  Ebene  parmal  geschnitten. 

Zwei  Ebenen ,  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  ge- 
hen, schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche  ebenfalls  durch  je- 
nen Punkt  geht,  ausserhalb  welcher  aber  (19)  die  beiden  Ebenen 
keinen  Punkt  mit  einander  gemein  haben.  Drei  Ebenen,  welche 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  schneiden  sich  entweder 
in  einer  Geraden  oder  in  drei  Geraden.  Im  letztern  Falle  haben 
«lie  drei  El>enen  ausser  jenem  Punkte,  welcher  ihr  Schnittpunkt 
heisst,  weil  in  ihm  jede  der  Ebenen  die  Schnittlinie  der  beiden 
librigen  schneidet ,  keinen  Punkt  mit  einander  gemein. 

21.  Jedes  Gebilde,  welches  ganz  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegt,  wird  ein  ebenes  Gebilde,  jedes  Stiick  einer  Ebene,  so  wie 
auch  die  Ebene  selbst ,  eine  ebene  Fläche  genannt.  Eine  Fläche 
beisst  gebrochen,  wenn  sie  aus  ebenen  Flächen  zusammengesetzt 
ist,  ohne  eben  zu  seyn;  —  krumm,  wenn  kein  Theil  derselbeo 
eben  ist;  —  gemischt,  wenn  sie  aus  ebenen  und  krummen  Flä- 
chen ziisammengesetzt  ist. 

Eine  krumme  Linie  (Curve)    heisst   einfach    gekrümmt,    wenn 
sie    ganz    in    einer    und    derselben    Ebene    liegt;    —    do))pelt    ge 
krümmt   aber,    wenn    es    keine    Ebene    giebt,    welche    durch     alle 


Punkte  der  Linie  geht.  Gewöhnlich  versteht  man  unter  einer 
doppelt  gekrümmten  oder  gewundenen  Curve  eine  Linie,  von 
welcher  kein  Stück  eljen  ist. 

22.  Der  Inbegriff  von  allen  Strahlen,  welche  einen  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt  haben  und  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  heisst  ein  Strahlenbüschel.  Ein  Halbstrahlenbüschel  ist  der 
Inbegriff  von  allen  Halbstrahlen,  welche  von  einem  und  demselben 
Punkte  ausgehen  und  in  einerlei  Ebene  liegen.  Bei  einem  Gebilde 
der  erstem  Art  erscheint  die  Ebene  als  eine  vollkommne,  bei  ei- 
nem Gebilde  der  letztern  Art  aber  als  eine  einfache  Winkelfläche. 
Unter  vier  Elementen  eines  Gebildes  der  einen  oder  andern  Art 
«iod  nur  zwei  Paar  getrennte. 

Jede  von  zwei  Schenkeln  begrenzte  ebene  Winkelflache  heisst 
auch  ein  ebener  Winkel.  Ein  Halbstrahlenbüschel  wird  durch 
n  Halbstrahlen  in  n  einfache,  ein  Sirahlenbüschel  durch  n  Strah- 
len  in    n    vollkommne   ebene    Winkel    getheilt.      Jede   gebrochene 

i     einfache     j    ,^.  ,    j^.  ,      .  ,  (     einfachen    -j     . 

J  vollkommne  1   >^'"''<='fl-^''e  „t  a«,   |^,„,|,„,„^„^„]  ebenen  Win- 

kein  zusammengesetzt.     Unter   einer  Kegelfläche   versteht  man  ge- 
wohnlich eine  krumme  Winkelfläche. 

23.     Der    Inbegriff  von    allen    Ebenen    (Elementen),    welche 

durch    eine   und   dieselbe  Gerade  (Axc)    denkbar   sind,    heisst   ein 

Ebenenbüschel.      Alle   Halbebenen    (Elemente),    welche    von    einer 

und  derselben  Geraden  (Kante)  begrenzt  sind,  bilden  einen  Hnll>- 

,  ebenenbüschel. 

Ein  einfacher  Flächcnwinkel  ist  ein  Theil  von  einem  Halb- 
ebenenbüschel  und  also  so  beschaffen,  dass  jede  Halbcbene,  wel- 
che von  seiner  Kante  begrenzt  ist  und  durch  irgend  einen  Punkt 
in  ihm  geht,  ganz  in  denselben  fällt.  Man  kann  einen  solchen 
Winkel  auch  als  einen  einfachen  Winkelraum  betrachten,  dessen 
Mantel  nus  zwei  Halbebenen  zusammengesetzt  ist.  Ein  vollkomm- 
ner  Flächenwinkel  ist  ein  Theil  von  einem  Ebenenbüschel  oder 
ein  von  zwei  Ebenen  begrenzter  vollkommner  Winkelraum.  Die 
beiden  Grenzen  eines  Flächenwinkels  heissen  seine  Schenkel. 

Ein  Halbebenenbüschel  wird  durch  n  Halbebenen  in  n  einfache, 
ein  Ebenenbüschel  aber  durch  n  Ebenen  in  n  vollkommne  Flächen- 


winke!   getheilt.     Unter   vier   Elementen   eines  Büscheli   der   einea 
oUcr  anilorn  Art  siod  nur  zwei   Paar  getrennte. 

24.  Ein  einfacher  Winkel  htisst  hohl,  Menn  die  Ergänzungen 
•einer  Schenkel  ausserhalb  desselben  liegen;  —  flach  oder  auch 
gestreckt,  wenn  seine  Schenkel  zu  einer  Geraden  oder  Ebene  sich 
ergänzen;  —  erhaben,  wenn  er  die  Ergänzungen  seiner  Schenkel 
in  sich  enthält.  iJie  Schenkel  eines  flachen  Winkel  sind  zugleich 
die  Schenkel  seines  ScheiteKvinkcls,  Durch  zwei  seiner  Elemente 
i%ird  ein  Halbstrahlen-  oder  Halbebenenbiischcl  entweder  in  zwei 
gestreckte  oder  in  einea  hohlen  und  einen  erhabenen  ^Yinkel  ge- 
theilt. 

Ein  hohler  ebener  Winkel  kann  von  einer  durch  seine  Spitze 
gehenden  Ebene  höchstens  in  einem  Hulbstrahle  und  also  nur 
dann  geschnitten  werden ,  wenn  seine  Schenkel  auf  entgegenge- 
fetzten Seiten  der  Ebene  liegen.  Der  Schnitt  eines  hohlen  Flu- 
chenwinkcls  mit  einer  Ebene,  welche  seine  Kante  und  also  auch 
»eine  beiden  Schenkel  schneidet,  ist  ein  hohler   ebener   Winkel. 

25.  Zwei  hohle  Winkel  heisscn  Nebenwinkel  zu  einander, 
wenn  sie  einen  Schenkel  gemein  haben  und  ihre  beiden  übrigen 
Schenkel  zu  einer  Geraden  oder  Ebene  sich  ergänzen. 

Ein  Strahlen-  oder  auch  Ebenenbüschel  wird  durch  zwei  Ele- 
mente a,  b  in  zwei  vollkommne  Winkel  ab,  a*b  getheilt,  welche 
Nebenwinkel  zu  einander  heissen  sollen.  Unter  den  vier  einfa- 
chen \N  iiikeln,  aus  welchen  zwei  solche  Winkel  bestehen,  sind  vier 
l*dar  Nebenwinkel   iiiul  zwei   Paar  Scheitelwinkel. 

Sind  a,  b,  c  drei  Elemente  eines  Büschels,  so  ist  der  Win- 
kel ab,  welcher  das  Element  c  nicht  in  sich  enthält,  im  Sinne 
»bc,  welcher  niit  dem  von  bca  oder  cab  ganz  einerlei  ist,  der 
Winkel  a"b  aber,  welcher  das  Element  c  in  sich  enthält,  in  dem 
dl  m  erstem  entgegengesetzten  Sinne,  welcher  durch  acb  oder 
tba  Oller  bac  angedeutet  werden   kann,  beschrieben. 

20.  Das  gerade  Gebilde ,  der  Slrahlenbüschel  (oder  auch 
Halbstrahlenbüschel)  und  der  Ebenenbüschcl  ((»der  auch  Ilalbcbc- 
ncnbüichol)  sollen  die  einförmigen  Grimdgebilde  oder  die  Grund- 
gebilde  der  ersten  Stufe  hcis.sen.  Der  Punkt  kommt  im  geraden 
Gebilde,  die  Ebene  aber  im  Ebenenbü.vbcl  als  Element  vor.    Die 
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Gerade,  welche  zwischen  Punkt  und  Ebene  gleichsam  die  Mitte 
hilf,  erscheint  im  Strahlenbiischel  ala  Element,  während  sie  am 
geraden  Gebilde  der  Träger  von  Punkten  und  am  Ebenenbüschel 
die  Schnittlinie  von  Ebenen  ist. 

27.  Häufig  wird  ein  Gebilde  in  einem  Büschel,  wenn  es  auch 
nur  aus  eiuzelnen  Elementen  des  vollständigen  Büschels  besteht, 
selbst  ein  Büschel  genannt.  Indessen  soll  solches  in  der  Folge 
nur  geschehen,  wenn  durch  nähere  Angaben  jede  Zweideutigkeit 
beseititrt  ist. 

Ein  aus  vier  Punkten  bestehendes  gerades  Gebilde  ABCI) 
wird  aus  einem  ausserhalb  der  Geraden  befindlichen  Punkte  durch 
einen  Strahlenbüschel  ab  cd  projicirt,  welcher  aus  vier  Strahlen 
besteht,  und  von  welchem  das  gerade  Gebilde  AB  CD  ein  Schnitt 
ist.  Das  gerade  Gebilde  BADC,  welches  vom  ersten  wohl  zu 
unterscheiden  ist,  wird  durch  den  Büschel  bade,  das  gerade  Ge- 
bilde CADB  durch  den  Büschel  cadb  projicirt.  Auf  diese  Weise 
muss  allgemein ,  wenn  für  das  eine  von  zwei  Gebilden ,  welche 
auf  einander  bezogen  sind,  eine  Permutation  desselben  gesetzt 
wird,  auch  die  ihr  entsprechende  Permutation  mit  dem  andern 
vorgenommen  werden,  wenn  die  vorige  Beziehung  noch  fortbe- 
stehen soll. 

28.  Da  in  einem  Strahlenbündel  unendlich  viele  Strahlenbü- 
schel oder  Ebenen  enthalten  sind,  alle  Ebenen  aber,  welche  einen 
Strahl  mit  einander  gemein  haben,  einen  Ebenenbüschel  bilden, 
80  erscheinen  in  einem  Strahlenbündel  nicht  nur  Strahlen  sondern 
auch  Ebenen  als  Elemente,  obgleich  das  Gebilde  gewöhnlich  nach 
den  Elementen  der  erstem  Art  genannt  wird.  Eben  so  enthält  ein 
Halbstrahlcnbündel  nicht  nur  unendlich  viele  Halbstrahlcnbüschel 
•ondern  auch  unendlich  viele  Halbebenenbüschel. 

Eine  Ebene  soll,  in  so  ferne  unendlich  viele  gerade  Gebilde 
und  Strahlcnbüschel  in  ihr  enthalten  sind,  auch  ein  ebenes  Sy- 
stem heissen.  Das  ebene  System  und  der  Strahlenbündel  (oder 
auch  Halbstrahlenbündel)  sind  die  Grundgebilde  der  zweiten  Stufe. 
Es  entsprechen  ihnen  zwei  besondere  Theile  der  Geometrie,  näm- 
lich die  Geometrie  der  Ebene  und  die  des  Strahlenbündels.  Der 
Strahlenbüschel  erscheint  im  ebenen  Systeme  als  der  InbegriflF 
▼on  allen  Geraden,   welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  ge* 
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heu ,    im  Strahlenbuntlel  tiher  als  der  Inbegriff  von  nllcn  Geraden, 
^welche  in   einerlei  Ebene  liegen. 

Das  Gnindgebiltle  der  dritten  Stufe  ist  das  raiimücbe  Sy- 
stem oder  der  unbegrenatc  nniin),  in  welchem  imencilich  viele 
Grundgebilde  der  ersten  und  zweiten  Stufe  denkbar  »ind.  Jede 
Ebene  ist  der  Trager  eine»  ebenen  Systeuis,  jeder  Punkt  «ler 
Mittelpunkt  eiue»  Strahleubiin«lfl.'« ,  jede  Gerade  der  Träger  eines 
geraden  Gebildes  »md  die  A\e  eines  Ebenciibu^cbcls. 

20.  NVenn  zwei  Linien  niis  einem  hN  Sj)ilze  angenommenen 
Punkte  durch  eine  untl  dieselljc  einfache  NViukelfläche  projicirt 
werden,  so  sagt  man,  «lass  die  l>eiden  Linien  von  jenem  Stan«U 
)>unktc  aus  betrachtet  nur  eine  und  dieselbe  Linie  zu  seyn  schei- 
nen oder  dem  Scheine  nach  einerlei  seyen.  Ein  Gebilde  im  Halb- 
strahlen- oder  auch  Strahleubuudel  soll  daher  ein  Schein  >ün  ei- 
nem andern  Gel)iUle  heis<en ,  wenn  jede:*  Elemrut  de?  erstem 
Gebildes  aus  seiner  Spitze  oder  seinem  Mittelpiniktc  ein  Element 
«le»  letztem  projicirt,  und  jedes  Element  des  letztem  durch  ein 
Element  des  erstem  projicirt  wird. 

Der  Schein  einer  begrenzten  geraden  Linie,  aus  einer  nicht 
in  derselben  Geraden  befindlichen  Spitze  genommen,  Ist  ein  hoh- 
ler ebener  Winkel,  welchen  tlic  germlc  Linie  Mpannt.  Der  Schein 
einer  ebenen  Figur,  aus  einem  ausserhalb  der  Eb«'ne  befindlichen 
Mittelpunkte  genommen,  ist  ein  SlrahUnkegel,  von  welchem  die 
ebene  E'igur  ein  Schnitt  Ist. 

30.  Der  Schrin  einer  unbegrenzten  geraden  Linie,  ans 
einer  nicht  in  ihr  liegenden  Spitze  genommen,  i»t  ein  flacher 
el>ener  Winkel.  Der  Winkel  kann  nändich  nicht  erhaben  Beyn^ 
weil  jedes  Element  desselben  die  Gerade  schneidet  imd  itlso  keine 
zwei  seiner  Elemente  zu  einem  Stral-.le  sich  ergänzen.  Der  Win- 
kel kann  aber  auch  nicht  hohl  seyn,  weil,  was  als  Grundsatz 
angenommen  werden  darf,  eine  Gerade  oder  ein  flacher  ebener 
W  inkcl  nicht  ganz  in  einem  hohlen  ebenen  \\  inkel  liegen  kann. 

Da  die  Schenkel  des  Winkels  als  Grenzen  desselben  die 
Gennle  nicht  schneiden,  .so  folgt,  »lass  jeder  Strahlenbüschel, 
welciter  mit  einer  Geraden  in  einerlei  Ebene  liegt,  aber  seinen 
Mittelpunkt  ausserhalb  der  Geraden  hat,  einen  Strahl  enthält, 
wetctuT  die  Gerade  nicht  schneidet. 
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§;  3. 

Voll  den  Parallelen. 

31.  Zwei  Gerade,  welche  in  einerlei  Ebene  liegen,  ohne 
sich  zu  schneiden,  heissen  zu  einander  parallel.  Der  zwischen 
zwei  solchen  Geraden  (Schenkein)  liegende  Theil  einer  Ebene 
soll  ein  Parallelstroifen  heissen. 

Zwei  in  einerlei  Ebene  liegende  Gerade  müssen  entweder 
sich  schneiden  oder  zu  einander  parallel  scyn.  Wenn  zwei  Ge- 
rade sich  nicht  schneiden ,  so  sind  sie  entweder  zu  einander  pa- 
rallel oder  sie  liegen  nicht  in  einerlei  Eben«,  je  nachdem  näm- 
lich eine  Ebene,  welche  die  eine  von  den  beiden  Geraden  mit 
irgend  einem  Punkte  der  andern  verbindet,  durch  die  andere 
geht  oder  die  andere  schneidet.     19. 

32.  Durch  jeden  ausserhalb  einer  Geraden  befindlichen 
Punkt  giebt  es  (30)  eine  zur  erstem  parallele  Gerade.  Da 
hiernach  zwei  sich  schneidende  Gerade  nicht  zu  einer  und  dersel- 
ben dritten  Geraden  parallel  seyn  können,  »o  muss,  wenn  drei 
Gerade  in  einerlei  Ebene  liegen,  einer  von  folgenden  vier  Fällen 
statt  finden: 

a)  Die  Geraden  schneiden  sich  in  drei  Punkten. 

b)  Die  Geraden  schneiden  sich  alle  drei  in  einem  Punkte. 

c)  Zwei  von  den  drei  Geraden  sind  zu  einander  parallel,  wer- 
den aber  beide  von  der  dritten  geschnitten. 

d)  Die  Geraden  sind  alle  drei  zu  einander  parallel. 

33.  Schneiden  sich  drei  Ebenen  in  drei  Geraden,  so  schnei- 
den sich  diese  entweder  alle  drei  in  einem  Punkte  oder  sie  sind 
alle  drei  zu  einander  parallel.  Wenn  nämlich  irgend  zwei  von 
den  drei  Geraden  sich  schneiden  und  also  die  drei  Ebenen  einen 
Punkt  mit  einander  gemein  haben,  so  gebt  darch  diesen  (20) 
auch  die  dritte  Gerade. 

34.  Werden  zwei  zu  einander  parallele  Gerade  und  noch 
eine  dritte  Gerade  angenommen,  so  ist  diese  entweder  zu  jeder 
Ton  den  beiden  erstem  oder  zu  keiner  derselben  parallel.  Lie- 
gen nämlich  die  drei  Geraden  in  einerlei  Ebene,  so  folgt  derSats 
aus  32.  Wenn  aber'  die  Geraden  nicht  alle  drei  in  einer  und 
«Icrselbeo  Ebeue  liegen,  so  müssen  xwei  Ebenen,   welche  die  beir 
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ilen  erstem  Geraden  mit  einem  ausserhalb  ihrer  Ebene  befind- 
lichen Punkte  *ler  dritten  verbinden,  entweder  in  der  dritten  oder 
in  einer  vierten  Geraden  sich  schneiilen.  Im  erstem  von  diesen 
beiden  Fällen  ist  (33)  die  dritte,  im  andern  aber  die  vierte  Ge- 
rade zn  den  beiden  erstem  parallel,  daher  alsdann  (32)  die  dritte 
zu  keiner  derselben  parallel  isL 

Wenn  also  von  beliebig  vielen  Geraden  die  tweltc  znr  er- 
sten und  so  jede  folgende  zu  einer  der  vorhergehenden  parallel 
ist,  fio  sind  HÜe  z«i  einander  parallel. 

35.  Zwei  gerade  Linien,  welche  Stücke  von  parallelen  Ge- 
raden sind,  heissen  einstimmig-  oder  entgegengesetzt -parallel,  je 
nachdem  sie  auf  einerlei  oder  entgegengesetzten  Seiten  der  dnich 
ihre  Anfangspunkte  gehenden  Geraden  liegen.  Da  nun  ein  Halb- 
strahl durch  Steine  Spitze  und  seine  Richtung,  diese  aber  durch 
irgend  eine  zu  ihm  einstifnniig-p;trallcle  gerade  Linie  bestimmt  ist, 
und  hiebei  jede  von  zwei  einstimmig- parallelen  geraden  Linien 
die  Stelle  der  andern  vertreten  kann,  so  kann  von  solchen  Li- 
nien auch  gesagt  werden,  dass  sie  einerlei  Richtung  haben  oder 
darstellen. 

Eine  Richtung  (die  Richtung  e^ner  geraden  Linie)  «oll  ia 
einer  ^^  inkelfläche  oder  einem  \Vinkelraume  enthalten  heissen, 
vsenn  irgend  ein  Element  dieses  Gebildes  jene  Richtung  hat.  Alle 
nur  denkbaren  Richtimgen  werden  durch  einen  Halbstrahlenbün- 
dcl,  alle  Richtungen  aber,  welche  in  einer  und  derselben  Ebene 
sich  vorfinden,  durch  irgend  einen  in  ihr  liegenden  Halbstrahlen- 
büschel  dargestellt. 

36.  Von  den  beiden  einander  entgegengesetzten  Richtungen^ 
welche  in  einer  Geraden  enthalten  sind,  wird  häufig  nur  wie  von 
einer  Richtung  (mit  einem  Doppelsinne)  gesprochen,  so  dass 
alsdann  zwei  Gerade  einerlei  oder  verschiedene  Richtungen  ha- 
ben, je  nachdem  sie  parallel  oder  nicht  parallel  sind,  und  alle 
nur  denkbaren  Richtungen  durch  einen  Strahlenbundel,  alle  Rich- 
tungen aber,  welche  in  einer  untl  derselben  Ebene  sich  vorfinden, 
durch  irgend  einen  in  ihr  liegenden  Strahlenbuschel  dargestellt 
wertU-n.      Es  ergeben  sich  hieraus  leicht  folgende  Sätze: 

NVrnn  eine  Gerade  und  eine  Ebene  sich  schneiden,  so  ist  in 
dieser    die    Richtung   der    Geraden    nicht    enthalten.    —      Enthält 


15 

>eine  Ebene  Yon  einer  Geraden  einen  Punkt  und  <lie  Richtung,  »o 
liegt  die  Gerade   in    der    Ebene.    —      Sind    von    einer    Ebene   ein 
Punkt  und  eine  Richtung  gegeben,    so    ist   auch  eine   Gerade  ge- 
geben ,   durch   welche   die   Ebene    gehen    mus.'.  —      Alle    Ebenen, 
welche    durch    einen    und    denselben    Punkt    gehen    und    eine    und 
dieselbe  Richtung  enthalten,    bihlen    einen  Ebenenbüschel,    dessen 
Axe    «lurch    jenen    Punkt  geht  und    jene  Richtung  hat.   —      Zwei 
sich    schneidende    Ebenen     enthalten    nur    eine    Richtung    gemein- 
schaftlich,   nämlich    die    Richtung    ihrer    Schnittlinie.    —       Durch 
jede  Gerade,    welche  eine  gegebene  Richtung  nicht  hat,    ist  eine 
•Ebene  möglich,  Welche  die  gegebene  Richtung  enthält.  —     Durch 
jeden    Punkt    ist    eine    Ebene    möglich,    welche    zwei    gegebene 
Richtimgen  enlliält. 

37.  Eine  Ebene  und  eine  Gerade  heisscn  zu  einander  pa- 
rallel, wenn  sie  keinen  Pimkt  mit  einander  gemein  haben,  und 
also  jede  Ebene,  welche  die  Gerade  mit  einem  Punkte  der  er- 
stem Ebene  verbindet,  diese  in  einer  zu  jener  Geraden  parallelen 
Geraden  schnci<lct. 

Werden  eine  Ebene  und  eine  Gerade  angenommen,  so  mn^s 
die  Gerade  entweder  in  der  Ebene  liegen  oder  zu  ihr  paralM 
seyn  oder  sie  schneiden.  Da  nun  die  Richtung  der  Geraden  so- 
wohl im  ersten  als  auch  (nach  dem  Obigen)  im  zweiten  Falle  ia 
der  Ebene  enthalten,  im  dritten  aber  (36)  nicht  in  ihr  enthalten 
ist,  so  folgt,  dass  eine  Ebene  und  eine  Gerade  sich  nicht  Schnei- 
den oder  sich  schneiden,  je  nachdem  die  Ebene  die  Richtung  <Ier 
.Geraden  enthält  oder  nicht  enthält.  Wenn  daher  eine  Ebene  zu 
der  einen  von  zwei  parallelen  Geraden  parallel  ist  oder  durch  die 
eine  geht,  so  schneidet  sie  auch  die  andere  nicht.  Wenn  aber 
•eine  Ebene  und  eine  Gerade  sich  schneiden,  so  schneidet  die 
Ebene  auch  jede  zur  erstem  Geraden  pai;al}ele  Gerade. 

Durch  jede  von  zwei  Geraden,  welche  nicht  in  einerlei  Ebene 
liegen,  giebt  es  eine  zur  andern  parallele  (die  Richtung  der  an- 
dern enthaltende)  Ebene.  —  Ist  eine  Gerade  zu  zwei  sick 
schneidenden  Ebenen  parallel»  so  ist  sie  auch  zur  Schnittlinie 
■«ierselben  parallel.     36. 

38.  Zwei  Ebenen,  welche  sich  nicht  schneiden  und  also  kei- 
nen Punkt  mit  einander  gemein  haben ,    heisseu   xu   einander  pa- 


rallel.     Der  zwischen  zwei  solchen  Ebenen  (Schenkeln)  befindliche 
Raum  s<ill  ein  Purallelraiiin  heissen. 

Wenn  zwei  Ebenen  zwei  Richtungen  gemeinschaftlich  enthal- 
ten, so  sind  sie  (36)  zu  einander  parallel.  Da  aber  jede  Gerade,  . 
welche  in  <ler  einen  von  zwei  parallelen  Ebenen  liegt,  zur  andern 
parallel  ist,  so  folgt,  dass  parallele  Ebenen  alle  Richtungen, 
welche  in  ihnen  sich  vorfinden,  gemeinschaAlich  enthalten.  £a 
ergeben  sich  hieraus  noch  nachstehende  Sätze: 

Ist  eine  Gerade  zu  der  einen  von  zwei  parallelen  Ebenen 
parallel,  so  ist  sie  entweder  auch  zur  andern  parallel  oder  sie 
liegt  iu  der  andern.  Wenn  aber  eine  Gerade  und  eine  Ebene 
sich  schneitlen,  so  schneidet  «lie  Gerade  auch  jede  zur  erstem 
Ebene  parallele  ELeue.  —  Zwei  Ebenen,  welche  zu  einer  und 
derselben  dritten  Ebene  parallel  sind,  sind  auch  unter  sich  pa- 
rallel, ^^e^n  aber  eine  Ebene  die  eine  von  zwei  parallelen  Ebe- 
nen schneidet,  so  rouss  sie  auch  die  andere  schneiden;  die  Schnitt- 
linien selbst  sind  zu  einander  parallel.  —  Durch  jede  zu  einer 
gegebenen  Ebene  parallele  Gerade,  so  wie  auch  diircli  jeden 
ausserhalb  der  Ebene  befindlichen  Punkt  giebt  es  eine  zur  er« 
Stern  parallele  Ebene  (eine  Ebene,  welche  von  der  erstem  zwei 
und  folglich  alle  Richtungen   enthält). 

31).     Werden  drei  Ebenen  angenommen ,   so  muss    nach    dem 
Bisherigen  einer  von  folgenden  fünf  Fällen  statt  finden: 

a)  Die  Ebenen   ächueiden   sich  in   drei  Geraden    und    in   einem 
Punkte. 

b)  Die  Ebenen    schneiden    sich    in    drei   zu  einander    parallelen 
Geraden. 

c)  Die  Ebenen  schneiden  sich  alle  drei  in  einer  XSeraden. 

d)  Zwei  von  den  drei  Ebenen  sind  zu  einander  parallel ,   wer- 
den aber   beide  von  der  dritten  geschnitten. 

e)  Die  Ebenen  sind  alle  drei  zu  einander  parallel. 

40.  Parallele  Ebene  haben  etwas  Gemeiuschaflliches,  was 
an  jeder  derselben  aufgefasst  werden  kann  und  ihre  Stellung 
heissen  soll ,  so  «lass  also  die  Stellung  einer  Ebene  durch  jede  zu 
ihr  parallele  Ebene  bestimmt  ist,  und  zwei  Ebenen  einerlei  oder 
verscliiedene  Stellungen  haben,  je  nachdem  sie  parallel  sind  oder  sich 
schneiden.     Ob  in  einer  Ebene  eine   gegebene  Richtung   enthalten 
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oder  nicht  enthalten  ist,  hängt  (38)  nur  von  der  Stellung  der 
Ebene  ab,  daher  man  sagen  kann,  dass  diese  Stellung  in  dem 
einen  Falle  jene  Richtung  enthalte,  im  andern  aber  sie  nicht  ent- 
halte. Kommen  mehrere  Richtungen  und  Stellungen  in  Betrach- 
tung, 80  ist  es  in  der  Regel  vortheilhaft,  sie  durch  Strahlen  und 
Ebenen  anzuzeigen,  welche  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehen.  Alle  Richtungen,  welche  in  einer  und  derselben  Stellung 
enthalten  sind,  werden  alsdann  durch  einen  StrahlenbGschel,  alle 
Stellungen  aber,  welche  eine  und  dieselbe  Richtung  enthalten, 
durch  einen  Ebenenbuschel  angezeigt. 

Durch  zwei  Richtungen  ist  eine  Stellung  bestimmt,  welche 
nämlich  beide  Richtungen  enthält.  Durch  zwei  Stellungen  ist 
eine  Richtung  bestimmt,  welche  nämlich  in  beiden  Stellungen  ent- 
halten ist. 

41.  Der  Inbegriflf  von  allen  Geraden,  welche  nach  einerlei 
Richtung  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  heisst  ein  Pa- 
rallelstrahlenbüschel ,  der  Inbegriff  von  allen  Ebenen  aber,  welche 
einerlei  Stellung  haben,  ein  Parallelebenenbüschel.  Der  Parallel- 
strablenbüscbel  ist  als  eine  besondere  Art  von  Strahlenbuschel,  der 
Parallelebenenbüschel  als  eine  besondere  Art  von  Ebenenbüschel 
XU  betrachten.  Ein  Strahlenbüschel  hat  hiernach  entweder  einen 
Mittelpunkt  oder  eine  bestimmte  Richtung,  ein  Ebenenbüschel 
aber  entweder  eine  Axe  oder  eine  bestimmte  Stellung. 

Der  Inbegriff  von  allen  nur  denkbaren  Geraden,  welche  eine 
and  dieselbe  Richtung  haben,  soll  ein  Parallelstrahlenbündel 
beissen.  In  einem  Parallelstrahlenbündel  sind  also  nicht  nur  un- 
'jndlich  viele  Paralleistrahlenbüschel ,  sondern  auch  unendlich  viele 
gewöhnliche  Ebenenbüschel  und  Parallelebenenbüschel  enthsdten. 
Eine  Ebene  gehört  nämlich  jedem  Strahlenbündel  an,  dessen  Mittel- 
punkt oder  Richtung  sie  enthält 

42.  Von   einer    )    ^,  >    sagt    man,   dass    sie  nach   ihrer 

(    Ebene   j 

Ich        f    jeden  in  ihr  liegenden  Punkt  projicire.     Ein  gerade 

Gebilde  wird  also  nach  einer  von  seiner  Richtung  verschiedenen 
Richtung  durch  einen  Paralleistrahlenbüschel,  nach  einer  Stelluog 
aber,  welche   teine  Richtung   nicht  enthält,   durch   einen  Parallel- 
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ebenenbüschel  projicirt.  Jedes  begrenzte  Stuck  der  Geraden  wird 
im  erstem  Falle  durch  einen  Parallelstreifen,  im  letztern  aber 
durch  einen  Parallelraum  projicirt,   welchen  dasselbe  spannt. 

Ein  ebenes  System  wird  nach  einer  Richtung,  welche  in  ihm 
nicht  enthalten  ist,  durch  einen  Parallelstrahlenbündel  projicirt, 
von  welchem  das  ebene  System  ein  Schnitt  ist.  Jedem  Punkte 
der  Ebene  entspricht  ein  Strahl  des  DündcU,  jeder  Geraden  eine 
Ebene,  jeder  begrenzten  geraden  Linie  ein  Parallelstreifen,  jedem 
Parallelstreifen  ein  Parallclraum,  jedem  ebenen  Winkel  ein  Flä- 
cbenwiukel,  jeder  Linie  eine  C)linderfläche  und  jeder  Figur 
ein  Strahlencylinder,  dessen  Mantel  dem  Umfange  der  Figur 
entspricht. 

Die  Ebene  kann  man  als  eine  unbegrenzte,  die  Halbebcne 
als  eine  einseitig  begrenzte  und  den  ParalleUtreifen  als  eine  von 
zwei  Schenkeln  begrenzte  Cylinderfläche  betrachten.  Gewöhnlich 
versteht  man  jedoch  unter  einer  Cylinderfläche  eine  krumme 
Fläche,  welche  man  von  Parallelstrahlen  erfüllt  sich  denken  kann. 


§.     4. 
Von  den  nEcken,  oKauten  und  Polyedern. 

43.  Eine  ebene  Figur,  welche  von  geraden  Linien  (Seiten) 
eingeschlossen  ist,  wird  geradlinig  und  entweder  nach  der  Anzahl 
n  der  Ecken  ein  nEck  oder  nach  der  Anzahl  der  Seiten,  deren 
eben  so  viele  sind,  ein  nSeit  genannt. 

Ein  Viereck,  welches  zwei  zu  einander  parallele  Seiten  bat, 
heisst  ein  Trapez.  Ein  Parallelogramm  ist  ein  Viereck,  in  wel- 
chem je  zwei  Gegenseiten  zu  einander  parallel  sind  oder  in 
welchem  zwei  Parallelstreifeu  sich  durchschneiden. 

44.  Statt  Kegel  sagt  man  lieber  Pyramide,  statt  Cylinder 
aber  Prisma,  wenn  der  Mantel  des  Gebildes  eine  gebrochene 
Fläche  ist.  Der  Mantel  einer  nseitigen  Ualbstrahlenpyramide  ist 
aus  n  einfachen,  der  Mantel  einer  nseitigen  Strahlenpyramide 
aus  n  vollkoraraneo  ebenen  Winkeln ,  der  Mantel  eines  nseitigen 
Strahlenprismas  aus  n  Parallelstreifeu  (Seiten)  zusammengesetzt. 
Gewühnlich    wird    aber    ein   solches   Gebilde    nach    der    Anzahl   n 
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seiner  Kanten  ein  nKaot  genannt,  «o  das4  also  ein  ebenes  nEck 
aus  jedem  ausserlialb  seiner  Ebene  befindlichen  Punkte,  so  wie 
auch  nach  jeder  Richtung,  welche  in  seiner  Ebene  nicht  enthaU 
ten  ist,  durch  ein  nKant  projicirt  wird. 

45.  Der  unbegrenzte  Raum  wird  durch  drei  Ebenen,  welche 
in  einem  Punkte  sich  schneiden,  in  acht  einfache  oder  vier  volU 
kommne  Dreikante  gethcilt.  Durch  vier  Ebenen ,  welche  durch 
seinen  Mittelpunkt  gehen,  von  welchen  aber  keine  drei  in  einer 
und  derselben  Geraden  sich  schneiden,  wird  ein  gewohnlicher 
Strahlenbündel  in  vier  Dreikante  und  drei  Vierkante  getheilt.  Die 
vierte  Ebene  wird  nämlich  durch  die  drei  Strahlen,  in  welchen 
die  drei  erstem  Ebenen  sie  schneiden,  in  drei  Winkel  getheilt, 
deren  jeder  eines  von  den  vier  Dreikanten,  welche  die  drei  er- 
stem Ebenen  mit  einander  bilden,  in  ein  Dreikant  und  ein  Vier- 
kant theilt. 

46.  Ein  Körper,  welcher  von  ebenen  Flächen  eingeschlossen 
ist ,  wird  ebenflächig  und  nach  der  Anzahl  n  seiner  Flächen,  wel- 
che säramtlich  geradlinige  Figuren  sind,  ein  n Flach  genannt.  In 
jeder  Kante  eines  Polyeders  (ebenflächigen  Körpers)  stossen  zwei 
seiner  Flächen,  in  jedem  Eckpunkte  aber  drei  oder  mehrere 
Flächen  (eine  Rauraecke  bildend)  und  eben  so  viele  Kanten  zu- 
sammen. 

Der  Mantel  einer  Pyramide,  der  ein  nEck  zur  Grundfläche 
dient,  ist  aus  n  Dreiecken  zusammengesetzt,  welche  die  Seiten 
des  nEcks  zu  Grundlinien  und  einen  ausserhalb  seiner  Ebene  be- 
findlichen Punkt  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben.  Wird  von 
einer  Pyramide  durch  eine  zu  ihrer  Grundfläche  parallele  Ebene 
ein  Stück  abgeschnitten,  welches  selbst  wieder  eine  Pyramide  ist, 
so  bleibt  eine  abgestumpfte  Pyramide  übrig,  deren  Deckfläche 
zur  Grundfläche  parallel  ist  und  deren  Seitenflächen  Trapeze  sind. 
Ein  nseitiges  Strahlenprisma  und  ein  Parallelraum ,  dessen  Stel- 
lung die  Richtung  des  erstem  Gebildes  nicht  enthält,  durchschnei- 
den sich  in  einem  nseitigen  Prisma,  dessen  Mantel  nämlich  aus 
n  Parallelogrammen  zusammengesetzt  ist. 

47.  Betrachtet  man  irgend  eines  von  den  vier  Dreiecken, 
welche  ein  Tetraeder  (Vierflach)  begrenzen,  als  Grundfläche  und 
also  die   übrigen   aU  Seiteufläcben^    lo   erscheint    der  Körper    als 
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eine  dreiseitige  Pyramide.  Ein  Tetraeder  wird  durch  eine  Ebene, 
welche  dasselbe  schneidet,  entweder  in  zwei  Tetraeder  oder  in 
eine  dreiseitige  und  eine  vierseitige  Pyramide  oder  in  ein  Te- 
traeder und  einen  Ton  zwei  Dreiecken  und  drei  Vierecken  ein- 
geschlossenen Körper  oder  in  zwei  solche  Fünftlache  getheilt,  je 
nachdem  nämlich  die  Ebene  eine  oder  zwei  oder  drei  oder  vier 
Kanten  des  Tetraeders  schneidet.  In  den  drei  erstem  Fällen  ist 
der  Schnitt  des  Tetraeders  mit  der  Ebene  ein  Dreieck,  im  vier- 
ten aber  ein  Viereck.  Ist  die  schneidende  Ebene  zu  zwei  einan- 
der gegenüberliegenden  Kanten  parallel,  «o  ist  der  Schnitt  ein 
Parallelogramm. 

48.  Ein  Parallelepipedon  ist  ein  Körper,  welcher  von  «ech« 
Parallelogrammen  eingeschlossen  ist,  oder  in  welchem  drei  Pa- 
rallelräume, deren  Stellungen  nicht  alle  drei  eine  und  dieselbe 
Richtung  enthalt«  n,  sich  durchschneiden.  Je  zwei  von  drei  sol- 
chen Parallelräumen  schneiden  sich  nämlich  in  einem  vierseitigen 
Strahlenprisma,  dessen  Schnitt  mit  dem  dritten  ein  Parallelepi- 
pedon ist. 

Durch  drei  Gerade,  deren  Richtungen  nicht  in  einer  und 
derselben  Stellung  enthalten  sind,  und  von  welchen  auch  keine 
zwei  »ich  schneiden,  ist  ein  Parallelepipedon  bestimmt,  von  wel- 
chem nämlich  jede  der  drei  Geraden  eine  Kante  enthält,  und 
welches  entsteht,  wenn  man  durch  je  zwei  von  den  drei  Geraden 
zwei  zu  einander  parallele  (die  Richtungen  beider  enthaltende) 
Ebenen  legt. 

49.  Wenn  jeder  Eckpunkt  eines  Polyeders  mit  jedem  an- 
dern durch  eine  Kante  oder  eine  aus  Kanten  zusammengesetzte 
Linie  verbunden  werden  kann,  und  seine  Oberfläche  ilurch  jede 
aus  Kanten  zusammengesetzte  geschlossene  Linie,  welche  nicht 
öfter  als  einmal  durch  einen  und  denselben  Punkt  geht,  in  zwei 
Theile  getheilt  wird,  so  ist  die  Anzahl  E  der  Eckpunkte  mehr 
der  Anzahl  F  der  Flächen  gleich  der  Anzahl  K  der  Kanten  mehr 
zwei. 

Wenn  nämlich  der  Körper  E  Eckpimkte  hat,  so  sind  E — l 
Kanten,  von  welchen  die  erste  zwei  Eckpunkte  unter  sich,  die 
zweite  einen  derselben  mit  einem  dritten,  die  dritte  einen  der 
drei  vorigen    mit   einem    vierten    u.  s.  w.    verbindet,    hinreichend 
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um  von  jedem  Eckpunkte  auf  jeden  andern  übergehen  zu  könueo. 
Da  nun  in  einem  solchen  Systeme  von  Kanten  keine  geschlossene 
Linie  enthalten  ist,  jede  der  übrigen  (noch  freien)  Kanten  aber 
mit  zwei  oder  mehrern  Kanten  des  Systems  eine  geschlossene 
Linie  bildet,  so  sind  die  übrigen  Kanten  hinreichend  aber  auch 
alle  erforderlich,  um  durch  sie  von  jeder  der  F  Flächen  des 
Korpers  auf  jede  andere  übergehen  zu  können,  woraus  man 
scldiessen  kann,  dass  die  Anzahl  der  übrigen  Kanten  F  — 1,  mit- 
hin die  Anzahl  aller  Kanten  E+F  —  2  und  demnach  E+F 
=  K4-2  sey.  2X03 

50.  An  den  vorigen  Satz  lassen  sich  noch  folgende  Bemer- 
kungen knüpfen. 

I.  Weil  in  jedem  Eckpunkte  wenigstens  drei  Kanten  zusam- 
menstossen,  aber  jede  Kante  nur  zwei  Eckpunkte  verbindet,  so 
ist  3E  nicht  grosser  als  2K.  Weil  ferner  jede  Fläche  wenig- 
stens von  drei  Kanten  begrenzt  ist,  aber  in  jeder  Kante  nur 
zwei  Flächen  zusammenstossen ,  so  ist  auch  3F  nicht  grösser  als 
2K.  Da  hiernach  keine  von  den  beiden  Zahlen  3E,  3F,  deren 
Summe  z=z  3K-|-G  ist,  grosser  als  2K  ist,  so  ist  auch  keine 
kleiner  als  K-f-6,  folglich  jede  grosser  als  K,  woraus  man 
schliessen  kann,  dass  weder  in  jedem  Eckpunkte  mehr  als  fTmf 
Kanten  zusammenstossen  können,  noch  jede  Fläche  von  mehr  als 
fünf  Kanten  begrenzt  seyn  kann. 

IT.  Wenn  in  jedem  Eckpunkte  m  Kanten  zusammenstossen, 
Bo  ist  m£  =  2K  und  mithin 

E:F  — 2:K=i2:m  — 2:m. 

Ist  jede  Fläche  von  nKanten  begrenzt,  so  ist  nFz=2K  und 
mithin 

F:E  — 2:K=z:2:n  — 2:n. 

III.  Wenn  in  jedem  Eckpunkte  m  Kanten  zusammenstossen 
und  jede  Fläche  von  nKanten  begrenzt,  folglich  EF:(E— 2) 
(F  — 2;  =  4:(ra— 2)  (n  — 2)  und  mithin  (m  — 2)(n  — 2)  <4 
ist,  8o  muss  entweder  m  =  3  und  n=:3  oder  m=ii3  und  n=:4 
oder  mi=4  und  n=:3  oder  raiz=3  und  n  =  5  oder  miz^S  und 
ni=3  seyn.  Im  ersten  von  diesen  Fällen  ist,  wie  aus  II.  leicht 
'hervorgeht,  der  Korper  ein  Tetraeder,   im    zweiten    ein  8 eckiges 


6 Flach,    im  dritten  ein  6 eckiges  8 Flach,    im  vierten  ein  20 ecki- 
ges  12  Flach  und  im  fünften  ein   12 eckiges  20  Flach. 

51.  Da  die  aus  den  beiden  Schenkeln  eines  einfachen  ebe- 
nen Winkels  zusammengesetzte  Linie  durch  ein  beliebiges  die 
Spitze  des  Winkels  in  sich  enthaltendes  Stuck  derselben  bestimmt 
ist,  so  sagt  man,  dass  jetle  aus  zwei  geraden  Linien  zusammen- 
gesetzte gebrochene  Linie  einen  hohlen  und  einen  erhabenen 
ebenen  Winkel  und  eben  so  jede  aus  zwei  ebenen  Flächen  zu- 
sammengesetzte gebrochene  Fläche  einen  bohlen  und  einen  erha- 
benen  Flächenwiiikel   bilde., 

Von  den  beiden  einfachen  Winkeln,  welche  zwei  aufeinan- 
derfolgende Seiten  eines  ebenen  nEcks  oder  einfachen  nKants 
oder  Strahlenprismns  oder  zwei  aneinanderstossende  Flächen 
eines  Polyeders  mit  einander  bilden,  betrachtet  man  gewöhnlich 
entweder  nur  den  iuncrn  oder  nur  den  hohlen,  welcher  im 
Falle  er  zugleich  der  innere  ist,  ein  ausspringender,  im  entge- 
gengesetzten Falle  aber  ein  einspringender  Winkel  genannt  wird. 
Die  Nebenwinkel  eines  ausspringenden  Winkels  sollen  positive, 
die  Nebenwinkel  eines  einspringenden  Winkels  aber  negative  Aus- 
smwinkel  hcissen. 

52.  In  der  Folge  ist,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegen- 
theil  bemerkt  wird,  unter  einem  Winkel  immer  ein  vollkomnmer 
\Vinkel  und  unter  einem  nKante  immer  ein  nKant  im  Strahlen- 
biindel  zu  verstehen. 

Alle  Strahlen,  welche  den  Umfang  eines  ebenen  nEcks  in 
einem  und  demselben  Eckpunkte  berühren,  erfüllen,  je  nachdem 
die  Dcriilirung  auf  der  äussern  oder  innern  Seite  statt  findet, 
einen  positiven  oder  negativen  Aussenwinkel ,  dessen  Nebenwinkel 
im  erstem  Falle  ein  ausspringender,  im  letztern  Falle  aber  ein 
einspringender  Winkel  der  Figur  ist  und  alle  Strahlen  enthält, 
welche  den  Umfang  derselben  in  jedem  Eckpunkte  schneiden. 
KbiMi  so  erfüllen  alle  Ebeuen,  welche  tien  Mantel  eines  nKants 
oder  die  Oberfläche  eines  Polyeders  in  einer  und  derselben  Kante 
(von  aussen  oder  von  innen)  berühren,  einen  Aussenwinkel,  wel- 
cher von  einem  (ausspringenden  oder  einspringenden)  Winkel  de» 
Gebilde»  der  Nebenwinkel  ist. 

53.  W  enn  der  Umfang  eines  ebenen  nEcks  oder  der  Mantel 
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eines  iiKaiits  oder  tlic.  Oberflüclie  eine«  Polyetlcrs  von  keiner 
Geraden  io  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wird,  so  hat  das 
Gebilde  offenbar  lauter  ausspringende  Winkel.  Umgekehrt  kunn 
man ,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  aus  der  letztern  Eigehschaft 
immer  auf  die  erstere  schliessen. 

Der  Umfang  eines  nCcks  kann  Ton  einer  Geraden  höchstens 
in  n  Punkten  und  folglich,  wenn  n  eine  unpare  Zahl  ist,  höch- 
stens in  n  —  1  Punkten  geschnitten  werden.  Hat  ein  ebenes  nEck 
lauter  ausspringende  Winkel,  so  gilt  diess  auch  von  jeder  Pyra- 
mide, welche  das  nEck  zur  Gruudfläche  hat.  Hat  ein  Polyeder 
lauter  ausspringende  Winkel,  so  gilt  diess  auch  von  jedem 
Schnitte  desselben,  so  wie  auch  von  jedem  der  beiden  Theile, 
in  welche  das  Polyeder  durch  die  schneidende  Ebene  getheilt 
wird. 


§.     5. 
Unendlich  ferne   Elemente. 

54.  Aus  den  Sätzen  des  vorletzten  §.  ist  zu  ersehen,  dass 
in  vielen  Fällen  ein  Punkt  durch  eine  Richtung,  eine  Gerade 
über  durch  eine  Stellung  vertreten  wird,  und  dass  also  zu  den 
Elementen  einer  Geraden  auch  noch  ihre  Richtung,  zu  den  Ele- 
menten einer  Ebene  aber  auch  noch  ihre  Stellung  und  alle  in 
derselben  enthaltenen  Richtungen  gehören.  Zwei  Gerade,  welche 
in  einerlei  Ebene  liegen,  haben  entweder  einen  Punkt  gemein 
oder  einerlei  Richtung.  Zwei  Ebenen  haben  entweder  eine  Ge- 
rade gemein  oder  einerlei  Stellung.  Eine  Ebene  enthält  von 
einer  nicht  in  ihr  liegenden  Geraden  entweder  nur  ^inen  Punkt 
oder  nur  die  Richtung.  Es  wird  hiernach  nicht  unzweckmässig 
seyn  für  Richtung  und  Stellung  noch  andere  Ausdrücke  einzufüh- 
ren ,  welche  au  das ,  was  sie  vertreten ,  'uomittemar  erinnern  und 
Sätze,  welche  nur  besondere  Modifikationen  von  andern  sind, 
auch  als  solche  bezeichnen. 

hb.  Wenn  in  einer  Ebene  die  eine  von  zwei  »ich  schnei- 
denden Geraden  um  einen  ausserhalb  der  andern  befmdlichcn 
Punkt  in  unverändertem  Sinne  gedreht  wird,  »o  rückt  der  Schnitt« 
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pMnkt  in  der  andern  (fe«teo)  Geraden  immer  weiter  fort,  bis  er 
bei  der  parallelen  Lage  der  beiden  Geraden  sich  ganz  Terliert. 
Von  parallelen  Geraden  sagt  man  daher,  dass  sie  in  einem  un- 
endlich fernen  (uneigentlichen)  Punkte  sich  schneiden.  Wird  die 
Drehung  im  vorigen  Sinne  fortgesetzt,  so  kommt  der  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden  au/'  der  entgegengesetzten  Seite  zum 
"Vorschein  und  gelangt  am  Ende,  wenn  die  sich  drehende  Gerade 
einen  Strahlenbiischel  beschrieben  hat,  wieder  an  seine  anfäng- 
liche Stelle.  Eine  Gerade  erscheint  hiernach,  wenn  man  ihr 
ein^n  unendlich  fernen  Punkt  zuschreibt,  in  welchem  sie  von  al- 
len zu  ihr  parallelen  Geraden  und  Ebenen  geschnitten,  als  eine 
geschlossene  Linie,  daher  alsdann  unter  vier  Punkten  in  ihr  nur 
zwei  Paar  getrennte  sind. 

50.  Von  allen  unendlich  fernen  Punkten  einer  Ebene  wird 
gesagt,  dass  sie  in  einer  unendlich  fernen  (uneigeutlichen)  Linie 
liegen,  welche,  weil  sie  von  einer  jeden  (andern)  mit  ihr  in 
einerlei  Ebene  liegenden  Geraden  in  einem  Punkte  geschnitten 
wird,  selbst  eine  Gerade  heisst.  Gleichwie  in  jeder  Richtung 
eiu  unendlich  ferner  Punkt  liegt,  so  liegt  'in  jeder  Stellung  eine 
unendlich  ferne  Gerade,  in  welcher  alle  Ebenen,  die  «Uese  Stel- 
lung haben,   6\ch  schneiden. 

Paralk'lstrahlenbüschel ,  welche  in  einerlei  Ebene  Hegen,  ha- 
Len  einen  Strahl,  nämlich  die  unendlich  ferne  Gerade,  welche 
von  jedem  der  Büschel  den  uneigentlichen  Mittelpunkt  enthält, 
mit  einander  gemein. 

57.  Von  allen  unendlich  fernen  Punkten  und  Linien  wird 
gesagt,  dass  sie  in  einer  unendlich  fernen  (uneigentlichen)  Fläche 
Hegen,  welche,  weil  sie  von  einer  jeden  nicht  in  ihr  liegenden 
Geraden  in  einem  Punkte  und  von  jeder  (andern)  Ebene  in  einer 
Geraden  geschnitten  wird,  selbst  eine  Ebene  heisst.  Alle  Paral- 
lelebenenbüschel  haben  hiernach  ein  Element,  nämlich  die  unend- 
lieh  •fcrno^Ebene,  in  w^ffchör  alle  ihre  uneigentlichen  Axen  liegen, 
mit  einander  gemein.  Eine  Gerade,  welche  sich  bewegt,  ohne 
ihre  Richtung  zu  ändern,  dreht  sich  um  einen  unendlich  fernen 
Punkt,  eine  Ebene  aber,  welche  «^ich  bewegt,  ohne  ihre  Stel- 
lung zu  ändern,  um  eine  unendlich  ferne  Axe. 

Eiu    unendlich    ferner  Punkt    liegt   in    einer   unendlich  fernen 


25 

Geraden,  wenn  die  Stellung,  welcher  diese  Gerade  ent.«])richt, 
die  Richtung  enthält,  welcher  jener  Punkt  entspricht.  Ein  unend- 
lich fernes  (uneigentliches)  gerades  Gebilde  entspricht  also  dem 
Inbegriffe  von  allen  Richtungen,  welche  in  einer  und  derselbeu 
Stellung  enthalten  sind ,  ein  unendlich  ferner  (uneigentlicher) 
Strahlenbüschel  aber  dem  Inbegriffe  von  allen  Stellungen,  welche 
eine  und  dieselbe  Richtung  enthalten.  Zu  den  Elementen  eines 
Parallclslrahlenbündels  gehören  auch  die  unendlich  ferne  Ebene 
und  jede  unendlich  ferne  Gerade,  welche  durch  seinen  (uneigent- 
lichen) Mittelpunkt  geht. 

58.  Durch  die  in  diesem  J.  aufgestellte  Ansicht,  welche  im 
Gegensatze  zur  gewöhnlichen  die  perspektivische  heissen  soll,  wer- 
den oft  anscheinend  ganz  verschiedene  Sätze  in  eine  Aussage  zu- 
sammengefasst  und  die  Ausnahmen  beseitigt,  welche  ausserdem  der 
Aufstellung   allgemeiner  Gesetze  häufig  im   Wege  stehen  würden. 

Der  Satz,  dass  eine  Gerade  durch  zwei  Punkte  bestimmt 
»ey,  begreift  zwei  besondere  Fälle  in  sich,  indem  der  eine  voa 
den  beiden  Punkten  oder  auch  beide  im  Unendlichen  Hegen  kön- 
nen. Eine  eigentliche  Gerade  ist  nämlich  auch  durch  einen  Punkt 
und  ihre  Richtung,  eine  Stellung  (unendlich  ferne  Gerade)  aber 
durch  zwei  Richtungen  bestimmt. 

Von  dem  Satze,  dass  durch  eine  Gerade  und  einen  ausser- 
halb derselben  befindlichen  Punkt  eine  Ebene  bestimmt  ist,  ist 
der  besondere  Fall,  in  welchem  der  gegebene  Punkt  im  Unend- 
lichen liegt  (statt  des  Punktes  eine  Richtung  gegeben  ist) ,  in  36 
und  der  besondere  Fall,  in  welchem  die  gegebene  Gerade  im  Un- 
endlichen liegt  (statt  einer  eigentlichen  Geraden  die  Stellung  der 
Ebene  gegeben  ist),  in  38  enthalten.  Liegen  die  gegebenen  Ele- 
mente beide  im  Unendlichen,  so  ist  die  durch  sie  bestimmte  Ebene 
die  unendlich  ferne  Ebene  selbst. 

59.  Zwei  Grundgebilde  heissen  auf  einander  bezogen,  wenn 
jedem  Elemente  eines  jeden  ein  Element  des  andern  zugewiesen 
ist,  welches  jenem  entsprechend  heisst  Wenn  also  von  beliebig 
vielen  Gebilden  das  zweite  auf  das  erste  and  jedes  folgende  auf 
eines  der  vorhergehenden  bezogen  ist,  so  sind  alle  auf  einander 
bezogen. 

Die  einfachste  Art,  ein  gerades  Gebilde  s  und  einen  Ebenen- 
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büdchel,  (te>8en  Axe  das  erstere  Gebilde  nicht  schutridet,  auf  ein« 
nnder  zu  beziehen ,  besteht  dann ,  dass  man  das  gerade  Gebilde 
»U  einen  Schnitt  des  Ebenenbüschels  (mit  der  Geraden  s)  be- 
frachtet. Es  liegt  alsdann  jeder  Punkt  des  geraden  GcuiiücS  in 
der  ihm  entsprechenden  Ebene  des  Büschels.  Ist  von  einem  Ebe- 
neubüschel  ein  Strahlenbüschel  und  von  diesem  ein  gerades  Ge- 
filde ein  Schnitt,  so  bt  auch  das  gerade  Gebilde  ein  Schnitt  des 
Ebenenbüschcls. 
•  In  zwei  Strahlenbüscheln,  welche  Schnitte  eines  und  dessel- 
,  Ijen  Ebenenbüschcls  sind,  cntsj)rechen  einander  je  zwei  Strahlen, 
welche  in  einer  imd  derselben  Ebene  des  Ebenenbüschels  liegen, 
in  z>vci  Strahlcnbüscheln  aber,  welche  Scheine  eines  und  dessel- 
l>cn  geraden  Gebildes  sind,  je  zwei  Strahlen,  welche  einen  und 
denselben  Funkt  des  geraden   Gebildes  projiciren. 

CO.  Betrachtet  man  ein  ebenes  System  S  als  Schnitt  eine« 
Strahlenbündels  Si ,  dessen  Mittelpunkt  nämlich  ausserhalb  der 
Ebene  S  liegt,  und  also  den  Strahlenbündel  als  einen  Schein  de« 
ebenen  Systems,  so  entspricht  jedem  Gebilde  in  Si  ein  Gebilde 
in  S,  welches  vom  erstem  die  Spur  ist,  und  jedem  Gebilde  in  S 
ein  Gebilde  in  Si,  welches  das  erstere  projicirt.  Ist  Si  ein  ge- 
wühnlicher  Strahleubümlcl  und  S  eine  eigentliche  Ebene,  so  ent- 
spricht der  zu  dieser  Ebene  parallelen  Ebene  P  des  Bündels  die 
unendlich  ferne  Gerade  des  ebenen  S)stems,  jeder  andern  Ebene 
eine  eigentliche  Gerade,  jedem  Ebeneubüschel ,  dessen  Axe  in  der 
Ebene  P  liegt,  ein  Parallelstrahlenbüschel,  jeilem  andern  Ebenen- 
büschel ein  gewöhnlicher  Strahlenbüschel  u.  s.  w.  Ist  Si  ein  Pa- 
rallelstrahlenbündel,  so  entspricht  jedem  eigentlichen  Elemente  ein 
«igtntliches  Element  und  jedem  uneigentlichen  Elemente  ein  unei- 
gfutlichcs  Element.  ^Venn  endlich  S  die  unendlich  ferne  Ebene 
ist ,  so  entspricht  jedem  Strahle  des  Bündels  ein  unendlich  ferner 
Punkt,  jeder  Ebene  eine  unendlich  ferne  Gerade,  jedem  Strah- 
lenbüschel ein  unendlich  fernes  gerades  Gebilde  und  jedem  Ebe- 
nenbiischel  ein  unendlich  ferner  Strnhlenbüschel. 

Nennt  man  in  zwei  gewöhnlichen  Strahlenbundeln  je  zwei 
Strahlen,  welche  einerlei  Richtung  haben,  einander  entsprechend,  so 
betrachtet  man  die  Strahlenbündel  als  Scheine  eines  und  desselben 
ebenen  Systems,  dessen  Träger  nämlich  die  unendlich  ferne  Ebene 
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i.^t.  Merkt  man  bei  tier  Bewegung  einer  eigentlichen  Geraden 
nur  auf  die  Aendening  ihrer  Richtung,  so  betrachtet  man  die 
(uneigentliche)  Lmie,  welche  ihr  unendlich  ferner  Punkt  be- 
schreibt. 

61.  Jede  Gerade  wird  durch  je  zwei  in  ihr  befindliche  Punkte 
A,  ü  in  zwei  Strecken  AB,  A-B  (oder  AB,  B'A)  gctheilt,  von 
welchen  jede  die  Ergänzung  der  andern  heissen  soll.  Eine  Strecke 
ist  also  entweder  eine  endliche  oder  ins  Unendliche  oder  <lurch 
das  Unendliche  gehende  oder  im  UneudÜchen  liegende  Strecke. 
Eine  eigentliche  Gerade  wird  durch  zwei  eigentliche  Punkte  in 
eine  Strecke  der  ersten  und  eine  Strecke  der  dritten  Art,  durch 
einen  eigentlichen  und  ihren  unendlich  fernen  Punkt  aber  in  zwei 
Strecken  der  zweiten  Art  (in  zwei  Halbstrahlen)  getheilt.  Jedes 
Stück  einer  unendlich  fernen  Geraden  ist  eine  Strecke  der  vier- 
ten Art. 

Nach  der  perspektivischen  Ansicht  sind  Halbstrahlen  und 
Halbebenen  nicht  Elemente  sondern  Stücke  von  Gebilden,  daher 
Ruch  in  der  Folge  unter  einem  Büschel  ein  Strahlen  -  oder  Ebe- 
nenbüschel und  unter  einer  Kegelfläche,  wenn  sie  nicht  atisdrück- 
lich  eine  einfache  genannt  wird,  eine  Fläche  im  Strahlenbündel 
zu  verstehen  ist.  Eine  Cylinderfläche  ist  eine  (uneigentliche)  Ke- 
gelfläche, deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt. 

G2.  Nach  der  perspektivischen  Ansicht  wird  jeder  Büschel 
durch  je  zwei  seiner  Elemente  in  ein  Paar  Nebenwinkel  getheilt, 
80  dass  es  fünf  Arten  von  ebenen  Winkeln  und  vier  Arten  von 
Flächenwinkeln  giebt. 

Zwei  Gerade,  welche  in  einem  eigentlichen  Punkte  sich 
schneiden,  bilden  mit  einander  zwei  ebene  Winkel  der  ersten  Art 
(eigentliche  ebene  Winkel;.  Ein  Parallelstrahlenbüschel  wird  durch 
zwei  eigentliche  Strahlen  in  einen  ebenen  Winkel  der  zweiten  Art 
(Parallelstreifen)  und  einen  ebenen  Winkel  der  vierten  Art,  wel- 
cher den  unendlich  fernen  Strahl  in  sich  enthält,  durch  einen  ei- 
gentlichen Strahl  und  den  unendlich  fernen  Strahl  aber  in  zwei 
ebene  Winkel  der  dritten  Art  (Halbebenen)  getheilt.  Je  zwei  un- 
endlich ferne  Gerade  sind  die  Schenkel  von  zwei  ebenen  Winkeln 
der  fünften  Art. 

Zwei   Ebenen,    welche    in    einer    eigentlichen    Geraden   sich 
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schneiden,  bilden  mit  einander  zwei  Flachenwinkcl  der  ersten  Art 
(eigcDt liehe  Flächenwinkel).  Ein  Parallelebenenbüschel  wird  durch 
zwei  eigentliche  Ebeuen  in  einen  Flächenwinkel  der  zweiten  Art 
(Parallclraiim)  und  iu  einen  Flächenwinkel  der  vierten  Art,  welcher 
die  nnendüch  ferne  Ebene  in  »ich  enthält,  durch  eine  eigentliche 
Ebene  und  die  uneutllich  ferne  Ebene  aber  in  zwei  Flächenwin- 
kel der  dritten  Art  getheilt. 

Ist  ein  ebenes  System  S  ein  Schnitt  von  einem  Strahlenbun- 
de! Sj,  »o  entspricht  jeder  Strecke  in  S  ein  ebener  ^Vinkel  in 
S|,  jedem  Winkel  in  S  ein  Flächenwinkel  in  Si ,  jedem  ebenen 
AViukcl  in  Si  eine  Strecke  in  S  und  jedem  Flächenwiukel  in  Si 
ein   Winkel   in  S. 

C3.  Hat  man  von  zwei  nicht  in  einerlei  Ebene  Hegenden  Ge- 
raden die  eine  als  Axe ,  aus  welcher  und  die  andere  als  Projek- 
tionslinie,  auf  welche  projicirt  werden  soll,  angenommen,  so  ver- 
steht man  unter  der  Projektion  eines  Puuktes  den  Schnittpunkt 
der  Projeklionslinie  mit  der  Ebene,  welche  aus  der  ange- 
nommenen Axe  jenen  Punkt  projicirt.  Die  Projektion  einer 
Strecke,  welche  mit  der  Projektionsaxe  nicht  in  einerlei  Ebene 
liegt,  ist  <ler  Schnitt  der  Projektionslinie  mit  dem  Flächenwinkel, 
welcher  jene  Strecke  projicirt.  Liegt  eine  Linie  mit  der  Projek- 
tionsaxe in  einerlei  Ebene,  so  ist  ihre  Projektion  nur  ein  Punkt. 
Wenn  die  Projektionsaxe  im  Unendlichen  liegt  und  also  nach  einer 
bestimmten  Stellung  projicirt  wird,  so  ist  die  Projektion  einer 
jeden  endlichen  Strecke,  deren  Richtung  in  jener  Stellnng  nicht 
enthalten  ist,  ebenfidls  eine  endliche  Sirecke. 

Ein  gerades  Gebilde  und  seine  Projektion  auf  eine  andere 
Gerade  aus  einer  Axe ,  welche  mit  keiner  von  den  beiden  erstera 
Geraden  in  einerlei  Ebene  liegt,  sind  nichts  anderes  als  Schnitte 
tines  und  desselben  Ebenenbüschels  mit  zwei  Geraden.  Liegen 
diese  in  einerlei  Ebene,  so  sind  die  geraden  Gebilde  zugleich 
Schnitte  eines  und  desselben  Strahlenbilschels,  so  dass  es  alsdann 
einerlei  ist,  ob  man  sie  aus  jener  Axe  oder  aus  deren  Spur  iu 
jener  Ebene  auf  eiuander  projicirt. 

64.  Unter  der  Projektion  eines  Gebildes  auf  eine  Ebene  (Pro- 
jektionsebene) aus  einem  ausserhalb  derselben  gegebenen  Mittel- 
\>imkte  (Projektionscentrum)     versteht    man    den  Schnitt  der  Pro- 
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jektionsebene  mit  dem  ans  jenem  Mittelpunkte  genommenen  Scheine 
des  Gebildes.  Die  Projektion  einer  Strecke,  welche  mit  dem 
Projektionscentrum  nicht  in  einer  und  derselben  Geraden  liegt, 
ist  also  der  Schnitt  der  Projektionsebene  mit  dem  ebenen  Winkel, 
welcher  jene  Strecke  projicirt.  Die  Projektion  eines  ebenen  \Vm- 
kels,  welcher  mit  dem  Projektionscentrum  nicht  in  einerlei  Ebene 
liegt,  ist  der  Schnitt  der  Projektionsebene  mit  dem  Flächeuwin- 
kel,  welcher  jenen  ebenen  VVinkcl  projicirt.  Liegt  eine  gerade 
Linie  mit  dem  Projektionscentrum  in  einer  und  derselben  Gera- 
den, so  ist  ihre  Projektion  nur  ein  Punkt.  Liegt  eine  Fläche  mit 
dem  Projektionscentrum  in  einerlei  Ebene,  so  ist  ihre  Projektioa 
nur  eine  Linie. 

Ein  ebenes  System  und  seine  Projektion  auf  eine  andere 
Ebene  aus  einem  ausserhalb  beider  Ebenen  befindlichen  Pijnkte  sind 
nichts  anderes  als  Schnitte  eines  und  desselben  Strahlenbimdels  mit 
zwei  Ebenen.  Wenn  diese  Ebenen  zu  einander  parallel  sind  oder  der 
Mittelpunkt  des  Strahlenbimdels  im  Unendlichen  liegt  (also  nach  einer 
bestimmten  Richtung  projicirt  wird)  oder  beides  zuglrich  der  Fall 
ist,  so  entspricht  je<lem  eigentlichen  Punkte  einer  jeden  von  den 
beiden  Ebenen  ein  eigentlicher  Punkt  in  der  andern,  jeder  end- 
lichen Strecke  eine  endliche  Strecke,  jedem  gewöhnlichen  Strah- 
lenbuschel  ein  gewöhnlicher  Strahlenbüschel,  jedem  Parallelstrah- 
lenbuschel  ein  Parailelstrahlenbüschel  u.  s.  w.  Wenn  aber  die 
Ebenen  in  einer  eigentlichen  Geraden  sich  schneiden  und  das  Pro- 
jektionscentrum ein  eigentlicher  Punkt  ist,  «o  entspricht  der  un- 
endlich fernen  Geraden  einer  jeden  von  den  beiden  Ebenen  eine 
eigentliche  Gerade  in  der  andern,  daher  es  alsdann  nur  ein  Paar 
einander  entsprechende  Parailelstrahlenbüschel  gicbt,  und  weder 
awei  einander  entsprechende  Strecken  noch  zwei  einander  entspre- 
chende Winkel  nothwcndig  von  einerlei  Art  sind. 

65.  In  dem  Satze,  dass  eine  Fläche  und  eine  Linie  in  einem 
Punkte  sich  schneiden,  wenn  die  ihm  runächstliegenden  Theile 
der  Linie  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Fläche  liegen ,  wird 
vorausgesetzt,  dass  man  unter  den  beiden  Seiten  der  Fläche  zwei 
körperliche  Bäume  sich  denken  könne,  welche  in  der  Fläche,  aber 
nicht  zugleich  in  einer  andern  durch  jenen  Punkt  gehenden  Fläche 
sosammenstoAsen.     Um   daher  su   entscheiden,    ob   eine  Ebene  E 
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und  eine  ausserhalb  derselben  befindliche  Linie  L,  welche  durch 
einen  und  denselben  unendlich  fernen  Puukt  P  gehen,  in  diesem 
Punkte  sich  schneiden  oder  berühren ,  nehme  man  irgend  eine 
Ebene  F  an,  welche  nicht  durch  P  geht.  Wenn  nun  die  Linie  L 
im  Punkte  P  von  einem  der  beiden  Flächenwinkel  EF,  E*F  in 
den  andern  übergeht,  so  ist  P  ein  Schnittpunkt,  im  entgegen- 
gesetzten Falle  aber  ein  Berührungspunkt  der  Ebene  E  und  der 
Linie  L. 

Zwei  zu  einander  parallele  Halbstrahlcn  AP,  BP  treffen  die 
unendlich  ferne  Ebene  in  einem  und  demselben  Punkte  und  zwar 
auf  einerlei  oder  entgegengesetzten  Seilen,  je  nachdem  sie  ein- 
sliinniig-  oder  entgegengesetzt- parallel  sind.  Die  gebrochene  Li- 
nie APD  wird  nämlich  im  Punkte  P  von  der  unendlichen  fernen 
Ebene  im  erstem  Falle  berührt,  im  letztern  aber  geschnitten. 
Ein  Strahleukegel  wird  durch  das  in  ihm  liegende  Stück  der  un- 
endlich fernen  Ebene  in  zwei  Halbstruhlenkegel  getheilt,  welche 
auf  entgegengesetzten  Seiten  ihrer  gemeinschaftlichen  unendlich 
fernen  Grundlläche  liegen. 


§.     6. 
Gesetz  der  Reciprocität. 

66.  Schon  die  ersten  Sätze  der  Geometrie  lassen  ein  gewis- 
ses Gesetz  der  Reciprocität  oder  Dualität  erkennen,  nach  welchem 
im  Räume  der  Punkt  und  die  Ebene  einander  gegenüberstehen 
(reciproke  Begriffe  sind),  und  jeder  Satz,  in  welchem  zwischen 
eigentlichen  und  uneigentlichen  Elementen  kein  Unterschied  ge- 
macht wird,  seine  Ergänzung  in  einem  andern  findet,  der  aus  dem 
erstem  hervorgeht,  wenn  man  Punkt  und  Ebene  .(also  auch  gera- 
des Gebilde  und  Ebenenbüschel,  Strecke  und  Flächenwinkel  u.  s.  w.) 
mit  einander  vertauscht.  Gewöhnlich  werden  zwei  solche  Sätze 
wie  die  beiden  Seiten  einea  Satzes  neben  einander  gestellt  z.  B. 


Ui)  Durch  zwei  Punkte  A,  B 
ist  eine  Gerade  A  B  bestimmt, 
w  eiche  nämlich  durch  beidePunkte 
geht. 

p'i)  Durch  eine  Gerade  a  und 
einen    ausserhalb  derselben    be- 


a2)  Durch  zwei  Ebenen  A,  B 
ist  eine  Gerade  AB  bestimmt, 
in  welcher  nämlich  die  beiden 
Ebenen  sich  schneiden. 

ßi)  Durch  eine  Gerade  a  und 
eine    nicht     durch    sie    gehende 


31 


findlichen  Punkt  B  ist  eine  Ebene 
aB  bestimmt,  welche  die  Gerade 
Dtit  dem  Punkte  verbindet. 

;'i)  Durch  drei  Punkte  A,  B, 
C,  welche  nicht  in  einer  und 
derselben  Geraden  liegen ,  ist 
eine  Ebene  ABC  bestimmt, 
welche  durch  die  drei  Punkte 
geht. 

Si)  Zwei  Gerade,  welche  ei- 
nen Punkt  gemein  haben,  liegen 
auch   in  einerlei    Ebene. 


Ebene  ß  ist  ein  Punkt  aB  be- 
stimmt, in  welcliem  die  Gerade 
und  die  Ebene  sich  schneiden. 

;'2)  Durch  drei  Ebenen  A,  B, 
C,  welche  nicht  durch  eine  und 
dieselbe  Gerade  gehen,  ist  ein 
Punkt  ABC  bestimmt,  in  wel- 
chem die  drei  Ebenen  sich  schnei- 
den. 

^2)  Zwei  Gerade,  welche  in 
einerlei  Ebene  liegen,  haben  auch 
einen  Punkt  gemein. 


67.     Die  vorigen  Sätze  (uhren    auf  folgende  Aufgaben  (For- 
derungen): 


dl)  Durch  zwei  gegebene 
Punkte  eine  Gerade  zu  ziehen. 
ßi)  Durch  eine  gegebene 
Gerade  und  einen  ausserhalb 
derselben  gegebeneü  Punkt  eine 
Ebene  zu  legen. 

yi)  Durch  drei  gegebene  nicht 
in  einer  und  derselben  Geraden 
liegende  Punkte  eine  Ebene  zu 
legen. 

-  ^1)  Durch  zwei  gegebene  Ge- 
rade, welche  einen  Punkt  mit 
einander    gemein    haben,     eine 


Ci)  Die  Schnittlinie  von  zwei 
gegebenen  Ebenen  zu  finden. 

ß2)  Den  Schnittpunkt  einer 
gegebenen  Ebene  mit  einer  nicht 
in  ihr  liegenden  Geraden  zu 
finden. 

y2^    I^en     Schnittpunkt    von. 
drei    gegebenen    nicht   in    einer 
und     derselben     Geraden      sich 
schneidenden  Ebenen  zu  finden. 

^2)  Den  Schnittpunkt  von  zwei 
gegebenen  in  einerlei  Ebene  lie- 
genden Geraden  zu  finden. 


Ebene  zu  legen. 

Legt  man  durch  einen  gegebenen  eigentlichen  Punkt  eine 
Ebene,  welche  zwei  gegebene  Richtungen  enthält,  «o  hat  man 
durch  drei  gegebene  Punkte,  von  welchen  zwei  im  Unendlichen 
liegen,  eine  Ebene  gelegt.  Weiss  man  von  zwei  Geraden,  dasj 
sie  zu  einander  parallel  sind,  fo  ist  durch  die  eine  von  beiden 
auch  ihr  Schnittpunkt  gegeben. 


68.  Wenn  A,  B,  C,  D  vier 
Punkte  sind,  und  die  Geraden 
AB,  CD  lieh  schaeideuy  80  lie- 


Wenn  A ,  B,  C,  D  vier  Ebe- 
nen sind,  und  <lie  Geraden  A  B, 
CD   sich   schneiden,    so    gehen 
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gen  Jie  vier  Punkte  in  einerlei 
Ebene,  daher  alsdann  auch  die 
Geraden  A  C,  BD,  «o  wie  auch 
die  Geraden  AD,  BC  sich 
schneiden. 


die  vier  Ebenen  durch  einen 
und  denselben  Punkt,  daher 
alsdann  auch  die  Geraden  AC, 
B  D ,  so  wie  auch  die  Geraden 
AD,  BC  sich  schneiden. 


60.  Wenn  von  beliebig  vielen  Geraden  je  iwei  sich  schnei- 
den, aber  nicht  alle  in 

einem  Punkte    sich    schneiden,   1    einerlei  Ebene  liegen,  so  schnei- 
so  liegen  alle  in  einerlei  Ebene.   1    den  sich  alle  in  einem  Punkte, 

70.  Gleichwie  ein  Gebilde,  welches  aus  den  Elementen  A, 
B,  C,  D  besteht,  gewöhnlich  durch  ABCD  bezeichnet  wird,  so 
soll  ein  Gebilde,  welches  aus  den  Elementen  SA,  SB,  SC,  SD 
besteht,  durch  S(ABCD)   bezeichnet  werden.     Sind  A,  B,  C,   D 


Punkte,     so    muss    S    entweder 
ein  Punkt  oder  eine  Gerade  seyn. 


Ebenen,   so   muss    S    entweder 
eineEbcne  oder  eine  Gerade  seyn. 


71.  Soll  in  einer  gegebenen  Ebene  durch  einen  in  ihr  ge- 
gebenen Punkt  eine  Gerade  gezogen  werden,  welche  eine  ausser- 
halb der  Ebene  gegebene,  nicht  durch  jenen  Punkt  gehende  Ge- 
rade schneide,  so  wird  man  entweder  den  Schnittpunkt  der  ge- 
gebenen Ebene  mit  der  gegebenen  Gera<len  suchen  und  alsdunn 
durch  diesen  nnd  den  gegebenen  Punkt  eine  Gerade  ziehen,  oder 
man  wird  durch  den  gegebenen  Punkt  und  die  gegebene  Gerade 
eine  Ebene  legen  und  alsdann  die  Schnittlinie  dieser  Ebene  mit 
der  gegebenen  Ebene  suchen.  Jede  von  diesen  beiden  Auflo- 
sungsarten kann  der  andern,  die  Aufgabe  aber  sich  selbst  gegen- 
über gestellt  werden. 


72.  Durch  einen  gegebenen 
Punkt  eine  Gerade  zu  ziehen, 
welche  zwei  gegebene  Gerade, 
von  welchen  keine  durch  den 
gegebenen  Punkt  geht,  und 
welche  auch  nicht  beide  mit  ihm 
in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen ,  schneide.  —  Man  lege 
durch  den  gegebenen  Punkt 
und  die  eine  von  den  gegebenen 
Geraden  eine  Ebene,  so  ist  die 


Tn  einer  gegebenen  Ebene 
eine  Gerade  zu  ziehen  ,  welche 
zwei  gegebene  Gerade,  von  wel- 
chen keine  in  der  gegebenen 
Ebene  liegt,  und  welche  auch 
nicht  beide  mit  ihr  einen  und 
denselben  Punkt  geraein  haben, 
schneide.  —  Man  suche  den 
Schnittpunkt  der  gegebenen 
Ebene  mit  der  einen  von  den 
gegebenen  Geraden,   so   ist  die 
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Aufgabe  auf  die  vorige  zurück- 
geführt. 


Aufgabe  auf  die  vorige  zurück' 
geführt. 


Soll  eine  Gerade  gezogen  werden ,  welche  drei  gegel^ene  Ge- 
rade, deren  keine  zwei  in  einerlei  Ebene  liegen,  schneide,  «o 
wird  man  entweder  in  einer  von  den  gegebenen  Geraden  einen 
beliebigen  Punkt  annehmen  und  alsdann  durch  diesen  eine  Ge- 
rade legen,  welche  die  beiden  andern  schneidet;  oder  man  wird, 
was  das  Reciproke  ist,  durch  eine  von  den  gegebenen  Geraden 
eine  beliebige  Ebene  legen  und  alsdann  in  dieser  eine  Gerade 
ziehen,  welche  die  beiden  andern  schneidet. 

73.  Wenn  zwei  Gebilde  auf  einander  bezogen  sind  und  ein 
Element  des  einen  Gebildes  mit  dem  ihm  entsprechenden  Ele- 
mente des  andern  zusammenfällt  (identisch  ist),  So  soll  von  die- 
sem Elemente  gesagt  werden,  dass  es  den  beiden  Gebilden  enl- 
S])rechend  gemein  se.y. 


In  zwei  ebenen  Systemen, 
welche  Schnitte  eines  und  des- 
selben Strahlenbündels  sind,  ent- 
sprechen einander  je  zwei  Ele- 
mente, welche  von  einem  und 
demselben  Elemente  des  B'in- 
«lels  die  Spiiren  sind.  Die 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 
entspricht  sich  selbst;  dasselbe 
gilt  von  einem  jeden  in  dieser 
Geraden  befindlichen  Punkte. 
Die  beiden  ebenen  Systeme  ha- 
ben hiernach  ein  gerades  Ge- 
bilde (alle  Punkte  desselben) 
entsprechend  geraein. 

74.  Zwei  Strahlenbüschel, 
welche  Schnitte  eines  und  des- 
selben Ebenenbüschels  sind,  ha- 
ben entweder  einen  Strahl  ent- 
sprechend gemein,  oder  sind 
zugleich  Scheine  eines  und  des- 
selben   geraden     Gebildes,    je 


In  zwei  Strablenbündeln,  wel- 
che Scheine  eines  und  desselben 
ebenen  Systems  sind,  entspre- 
chen einander  je  zwei  Elemente, 
welche  ein  und  dasselbe  Element 
des  ebenen  Systems  projiciren. 
Der  den  beiden  ßünileln  gemein- 
schaftliche Strahl  entspricht  sich 
selbst;  dasselbe  gilt  von  einer 
jeden  durch  ihn  gehenden  Ebene. 
Die  beiden  Strahlenbündel  haben 
hiernach  einen  Ebenenbüschel 
(alle  Elemente  desselben)  ent- 
sprechend gemein. 

Zwei  Strahlenbüschel ,  welch« 
Scheine  eines  und  desselben  ge- 
raden Gebildes  sind,  haben  ent- 
weder einen  Strahl  entspre- 
chend gemein,  oder  sind  zugleich 
Schnitte  eines  und  desselben 
Ebenenbüschtls,  je  nachdem  sie 
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nachdem  sie  nämlich  concentrisch    i   nämlich    in    einerlei    oder    nicht 
oder  nicht  concentrisch  sind.  in  einerlei   Ebene  liegen. 

75.     Dai  System  von  allen  im  Räume  denkbaren 


Puntten  wird  durch  zwei  Ebe- 
nen A,  B  in  zwei  Systeme  ge- 
th'Mt,  welche  die  beiden  Ebe- 
nen (als  Triiger  von  Punkten) 
zu  gemeinschartlichcn  Grenzen 
HViben  und  von  welchen  das  eine 
im  ^ViMkcl  A  B  und  das  andere 


Ebenen  wird  durch  zwei  Punkte 
P,  Q  in  zwei  Systeme  getheilt» 
welche  die  Ebenenbündel  P,  Q 
zu  gemeinschaftlichen  Grenzen 
haben  und  von  welchen  das  eine 
die  Strecke  PQ  und  das  andere 
die  Strecke  PQ  schneidet. 


im  >\inkcl  AB  enthalten  ist. 

Sind  zwei  Elemente  durch  zwei  andere  getrennt,  so  sind 
auch  diese  durch  jene  getrennt.  Wenn  z.  B.  tier  eine  von  den 
beiden  Punkten  P,  Q  in  dem  Winkel  AB  un<l  der  andere  in  dem 
"Winkel  .\B  liegt,  so  schneidet  auch  die  eine  von  <\cn  beiden 
Ebenen  A,  B  die  Strecke  PQ  und  die   amlere  die  Strecke  P"Q. 

7C.  In  der  Ebene  stehen  der  Punkt  und  die  Gerade,  im 
Strahl'.'nbiindel  aber  der  Strahl  und  die  Ebene  einander  gegen- 
über.     Z.   B. 

Das  System  von  allen  in  einer  und  derselben  Ebene  befindlichen 


Punkten  wird  durch  zwei  Ge- 
rade A,B  in  zwei  Systeme  ge- 
thcilt,  welche  die  beiden  Gera- 
den zu  gemeinschaftlichen  Gren- 
zen haben  und  von  welchen  das 
eine  in  dem  Winkel  AB  und 
das  andere  in   dem  Winkel  AB 


Geraden  wird  durch  zwei  Punkte 
A  ,  B  in  zwei  Systeme  getheilt, 
welche  die  beiden  Strahlenbüschel 
A,  B  zu  gemeinschaftlichen  Gren- 
zen haben  und  von  welchen  das 
eine  die  Strecke  AB  und  das  an- 
dere die  Strecke  AB   schneidet 


enllialten   ist. 

Das  System  von  allen  einem  Strahlenbündel  zugehörigen 


Strahlen  wird  durch  zwei  Ebe- 
nen A ,  B  in  zwei  Systeme  ge- 
heilt, welche  die  Ebenen  (Strah- 
lenbüschel) A ,  B  zu  gemein- 
schaftlichen Grenzen  haben  und 
von  welchen  das  eine  in  dem 
W  inkel  A  B  und  das  andere  in 
dem  -Winkel  AB  enthalten  ist. 


Ebenen  wird  durch  zwei  Strah- 
len A ,  B  in  zwei  Systeme  ge- 
theilt, welche  die  Ebenbüschel 
.A,B  zu  gemeinschaftlichen  Gren- 
zen haben  und  von  welchen  das 
eine  den  AVinkel  AB  und  das 
andere  den  Winkel  A'B  schnei- 
det. 
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77.  ai)  Werden  in  einer  Ebene 
zwei  Punkte  (als  Mittelpunkte) 
angenommen,  so  ist  jeder  dritte 
Punkt  der  Ebene,  welcher  mit 
jenen  beiden  nicht  in  einer  und 
derselben  Gerad*en  liegt,  durch 
die  beiden  Strahlen  bestimmt, 
welche  ihn  aus  den  angenomme- 
nen Punkten  projiciren. 

ds)  Werden  in  einem  Strah- 
lenbündcl  zwei  Strahlen  als  Axen 
angenommen,  so  ist  jeder  dritte 
Strahl  desselben,  welcher  mit 
jenen  beiden  nicht  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegt,  durch 
die  beiden  Ebenen  bestimmt, 
welche   ihn   aus    den    an^renom» 


«2)  Werden  in  einer  Ebene 
zwei  Gerade  angenommen,  so 
ist  jede  dritte  Gerade  der  Ebene, 
welche  nicht  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  erstem  geht, 
durch  ihre  Spuren  in  den  ange- 
nommenen Geraden   bestimmt. 


iXi)  Werden  in  einem  Strah- 
lenbündel zwei  Ebenen  ange- 
nommen, so  ist  jede  dritte  Ebene 
desselben,  welche  nicht  durch 
die  Schnittlinie  der  beiden  er- 
stem geht,  durch  ihre  Spuren 
(Strahlen)  in  den  angenomme- 
nen Ebenen  bestimmt. 


menen  Axen  projiciren. 

Ta  der  Folge  werden  von  vier  solchen  zusammengehörigen 
Sätzen,  von  welchen  zwei  der  Geometrie  der  Ebene  und  zwei 
der  Geometrie  des  StrahlenbQndels  angehören,  gewöhnlich  nur  die 
beiden  erstem  ausgesprochen  werden,  da  aus  ihnen  die  beiden 
letztern  hervorgehen ,  wenn  man  ein  ebenes  System  als  Schnitt 
eines  Strahlenbündels  betrachtet,  und  also  für  die  Ausdrücke: 
Punkt,  Gerade,  gerades  Gebilde  u.  s.w.  die  Ausdrücke:  Strahl, 
Ebene,  Strahlenbüschel  n.  s.  w.  substitiiirt.  Stellt  man  Punkt 
und  Ebene  einander  gegenüber,  so  ist  cci  das  Reciproke  von  ai 
und  a:t  «las  Reciproke  von  (/2«  

78.  Die  einfachsten  Arten ,  die  Elemente  eines  körperl'chen 
Systems  durch  die  Elemente  von  andern  Grundgebilden  zu  be- 
stimmen, sind  in  <riachstehenden  Sätzen  enthalten. 


cci)  Werden  eine  Gerade  und 
ein  Punkt  angenommen,  welcher 
mit  der  Geraden  eine  Ebene 
bestimmt,  so  ist  jeder  ausser- 
halb dieser  Ebene  befindliche 
Punkt  durch  die  Ebene  und  den 


CC2)  Werden  eine  Gerade  und 
eine  Ebene  angenommen,  welche 
in  einem  Punkte  sich  schneiilen, 
so  ist  jede  nicht  durch  diesen 
Punkt  gehende  Ebene  durch  ihre 
Spuren  in  der  angenommenen 
3'^ 
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Strnhl  bestimmt,  welche  ihn  ans 
ticr  aiigenoiPmenen  Geraden  und 
«Icm  angenommenen  Punkte  pro- 
jiciren. 

^i)  Werden  in  einer  Ebene 
»Irci  Gerade  angenommen,  wel- 
che nicht  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  sich  schneiden, 
so  ist  jeder  •  ausserhalb  jener 
Ebene  befindliche  Punkt  durch 
die  drei  Ebenen  bestimmt,  wel- 
che ihn  aus  den  angenommenen 
fieraden  prt>jiciren. 

yi)  Werdeu  zwei  Punkte  an- 
genouiiiien,  so  ist  jede  Gerade, 
welche  nicht  mit  beiden  in  ei- 
ner und  derselben  Ebene  liegt, 
tlurch  die  beiden  Ebenen  be- 
stimmt, welche  sie  aus  den  an- 
gcnonunencn  Punkten  projicireo. 


Geraden    und   der  angenorome- 
nea  Ebene  bestimmt. 


ßi)  Werden  drei  Gerade  an- 
genommen, welche  nicht  in  ei- 
nerlei Ebene  liegen,  aber  durch 
einen  und  denselben  Punkt  ge- 
hen ,  so  ist  jede  nicht  durch 
diesen  Punkt,  gehende  Ebene 
durch  ihre  Spuren  in  den  drei  an- 
genommenen Geraden  bestimmt. 

yi)  Werden  zwei  Ebenen  an- 
genonmieu ,  so  ist  jede  Gerade, 
welche  nicht  beide  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneid,  t, 
durch  ihre  Spuren  in  den  ange- 
nommenen Ebenen  bestimmt. 


§.     7. 


Von  den  n Ecken,  u Kanten  u.  i.  w.  in  einer  andern  Bedeutung;. 

70.  Unter  einem  ebenen  n  Ecke  versteht  man  häufig  nur  den 
Inbegriff  von  n  in  einerlei  Ebene  liegenden  Punkten  (Eckpunkten) 
und  den  n  Geraden  (Seiten),  deren  jede  zwei  aufeinanderfol- 
gende Eckpunkte  verbiuibt.  Man  denkt  sich  hiebei  die  n  Punkte 
in  einer  bestimmten  Aufeinanderfolge,  so  dass  auf  den  letzten 
wieder  der  erste  folgt,  und  setzt  voraus,  dass  keine  drei  aufein- 
anderfolgende in  einer  und   derselben  Geraden  liegen. 

Die  2  n  Elemente  des  ebenen  nEcks  Ai   A2   A3  . . .  Ab    sind  der 
Ordnung  nach    der  Punkt  Ai  ,    die   Gerade  Ai  A^,    der   Punkt  Aj, 
die    Gerade    Aj  A3    u.    s.    w.      Dem    ersten    Elemente    heisst    da» 
(n-j-l)''",    dem  zweitem  das  (n-(-2)'*    u.   s.  w.    gegenüberliegen«! 
so  dass    also,    wenn   n   eine    pare  Zahl    ist,    jedem  Eckpunkte  ein 


37 


Eckpunkt  und  jeder  Seite  eine  Seite  gegenüberliegt,  während  im 
entgegengesetzten  Falle  da«  eine  von  zwei  einander  gegenüberlie- 
genden Elementen  ein  Eckpunkt,  das  antlerc  aber  eine  Seite  ist. 

Jede  Gerade,  welche  zwei  nicht  aufeinanderfolgende  F^ck- 
punkte  eines  ebenen  nEcks  verbindet,  heisst  eine  Diagonale  des- 
selben. Die  beiden  Diagonalen  des  ebenen  Vierecks  ABCD  sind 
gemeinschaftliche  Seiten  der  Vierecke  ACBD,  ACDB. 


raden  liegen,  und  den 


80.  Ein  vollständiges  ebenes 
nEck  besteht  aus  n  Punkten 
(Eckpunkten),  welche  in  einerlei 
Ebene,  von  welchen  aber  keine 
drei  in  einer  und  derselben  Gc- 

n(n-l) 
2 

Geraden  (Seiten),  deren  jede 
zwei  von  den  n  Punkten  mit  ein- 
ander verbindet.  In  jedem  Eck- 
punkte schneiden  n  —  1  Seiten, 
daher    die   Anzahl    aller   Seiten 

n(n— 1;  . 
—  _ — -   ist. 


den 


Ein  vollständiges  ebenes  nSeit 
besteht  aus  n  in  einerlei  Ebene 
liegenden  Geraden  (Seiten),  von 
welchen  keine  drei  durch  einen 
und  denselben  Punkt  gehen,  \md 
n(n— 1) 
2 

punkten),  in  deren  jedem  zwei 
von  den  n  Geraden  sich  schnei- 
den. In  jeder  Seite  liegen  n — 1 
Eckpunkte,    daher    die    Anzahl 

,.      ,-  .        ,       o(n — 1)  . 
aller  Eckpunkte ist. 


Punkten    (Eck- 


81.  Wenn  in  zwei  reciproken  Salzen  der  ebenen  Geometrie 
«lern  Ausdrucke  nEck  derselbe  Ausdruck  gegenübersteht,  so  ver- 
steht es  sich  von  selbst,  dass  ein  nEck  gemeint  sey,  welches  zu- 
gleich ein  nSeit  ist.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  von  den  Dia- 
gonalen eines  nEcks  gesprochen  wird. 


Die  vier  Seiten  und  die  bei- 
den Diagonalen  eines  Vierecks 
sind*  die  sechs  Seiten  eines  voll- 
ständigen Vierecks,  Je  zwei  Sei- 
ten, welche  nicht  durch  einen 
und  denselben  Eckpnnkt  gehen, 
heissen  einander  gegenüberlie- 
gend. 


Die  vier  Eckpunkte  eines  Vier- 
ecks und  die  beiden  Punkte,  in 
deren  jedem  ein  Paar  Gegen- 
seiten sich  schneiden ,  sind  die 
sechs  Eckpunkte  eines  vollstän- 
digen Vierseits.  Je  zwei  Eck- 
punkte, welche  nicht  in  einer 
und  derselben  Seite  liegen,  heis- 


sen einander  gegenüberliegend. 
82.    Ist   ein  ebenes  System  ein  Schnitt  eines  Struhlenbündeis, 
so  ent.«pricht  jedem  nEcke,    welches   zugleich   ein  oSeit  ist,    ein 
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Die  vier  Seiten  und  die  Lei- 
den Dingonnlen  (Diiigonulcbcnen) 
eines  Vierkants  »ind  die  sechs 
Seiten  eines  vollständigen  Vicr- 
kunts. 


nKant,  welches  zugleich  ein  nScit  ist,  jedem  Tollslündigen  uEcke 
ein  voliitiindigfs  nKunt,  jedem  vollständigen  n  Seile  ein  vollstän- 
diges nScit.  Ist  von  den  Eckpnnkten  oder  von  den  Konten  eine» 
nSeits  die  Rede,  so  versteht  es  sich  von  selbst,  das»  im  erstem 
Fülle  ein  ebenes  tiSeit,  im  letztern  aber  ein  nSeit  Ina  Strahlen- 
bündel gemeint  sey. 

Die  vier  Kanten  eine»  Vier- 
kants und  die  beiden  Geraden, 
in  deren  jeder  ein  Paar  Gegen- 
seiten sich  schneiden,  sind  die 
sechs  Kanten  eines  vollstündigeu 
Vierseits. 

83.  Unter  einem  nEcke,  welches  zugleich  n Flach  ist,  ver- 
steht man  den  Inbegriff  von  n  Punkten  (Eckpunkten),  den  n  Ge- 
raden (Seiten,  Kanten),  deren  jede  zwei  aufeinanderfolgende 
Eckpunkte  verbindet,  und  den  n  Ebenen  (Flächen),  deren  jede 
durch  drei  aufeinanderfolgende  Eckpunkte  geht.  Man  denkt  sich 
hiebei  die  n  Punkte  in  einer  bestimmten  Aufeinanderfolge,  so 
daäs  auf  den  letzten  wieder  der  erste  folgt,  und  setzt  voraus, 
dass  keine  vier  aufeinanderfolgende  in  einerlei  Ebene  liegen. 

>Venn  in  einem  Sechsecke,  welches  zugleich  Sechsllach  ist, 
je  zwei  einander  gcgeni'iberliegendc  Seiten  (Kanten)  sich  schnei- 
den ,  so  gehen  die  drei  Geraden,  deren  jede  ein  Paar  Gegen- 
jjuuk'.e  verbindet,  (als  Schnittlinien  von  drei  Ebenen)  durch  einen 
und  densePjen  Punkt,  während  die  drei  Geraden,  in  deren  jeder 
ein  Paar  Gogeiidächcn  sich  schneiden,  (als  Verbindungslinien  von 
drei   Pmiktcn)  in   einer  und  derselben  Ebene  liegen. 


84.  Ein  vollständiges  nF2ckim 
Räume  besteht  aus  n  Punkten 
(Eckp«nikten),  von  welchen  keine 
vier  in  einerlei  Ebene  liegen,  den 
Geraden  (Kanten),  deren  jede 
zv^ei,  und  den  Ebenen  (Flächen), 
deren  jede  drei  von  den  n  Punk- 
ten verbindet.  In  jedem  Eck- 
punkte schnci<^cn  sich  n  —  1  Kan- 
ten,   in  jeder  Kaufe  n  —  2  Fla« 


Ein  vollständiges  n Flach  be- 
steht aus  n  Ebenen  (Flächen), 
von  welchen  keine  vier  durch 
einen  und  denselben  Punkt  ge- 
hen, den  Geraden  (Kanten),  in 
deren  jeder  zwei,  und  den  Punk- 
ten (Eckpunkten),  in  deren  je- 
dem drei  von  den  n  Ebenen  sich 
schneiden.  In  jeder  Fläche  lie- 
gen Q — 1  Kanten,  in  jeder  Kun- 


30 


chcn,     daliur    die    Anzahl    aller 

ii(u — 1)         ,     ,.       . 
Kauten   uuu    die    An- 


zahl aller  Flächeu 
ist. 


n(n-l)(n-2) 
2.3 


tc  n -*=- 2  Ecki)utikte,  daher  die 

Anzahl    aller    Kanten    

2 

und  die  Anzahl  aller  Eckpunkte 

n(n— l)(n— 2) 


2.3 


ist. 


Ist  n=z:4,  so  wird  das  Gebilde  gewöhnlich  nach  der  Anzahl 
seiner  Flächen  ein  Tetraeder  genannt.  —  In  der  Bedeutung  von 
§.  4  sind  die  Ausdrücke  nEck,  nKant,  n  Flach  in  der  Folge  nur 
dann  zu  nehmen,  wenn  solches  ausdri'icklich  ben»erkt  wird,  oder 
von  einem  Umfange  oder  Mantel  u.  s.  w.  die  Rede  ist. 


85.  Die  vier  Eckpunkte  und 
sechs  Kanten  eines  Tetraeder« 
werden  aus  jedem  Mittelpunkte, 
welcher  in  keiner  seiner  Flächen 
liegt,  durch  die  vier  Kanten  und 
sechs  Seiten  eines  vollständigen 
Vierkants  projicirt. 


Die  vier  Flächen  und  sechs 
Kanten  eines  Tetraeders  wcr- 
<len  von  jeder  Ebene,  welche 
<lurch  keinen  seiner  Eckpunkte 
geht,  in  den  vier  Seiten  und 
sechs  Eckpunkten  eines  vollstän- 
digen Vierseits   geschnitten. 


Ann».  Wo  Punkt  und  Ebene  einander  gep^eMÜbcrstohen ,  steht  das 
vollstäudin^c  ebene  nEck  dem  vollstandif^en  n  Seite  im  Strohlcn- 
biindel  und  das  vo]]stündin;e  cbcno  nScit  dem  voJlstaudi;;en 
u Kante  gegenüber. 


86.  Die  zehn  Kanten  und 
zehn  Flächen  eines  vollständigen 
Fünfecks  im  Räume  sind  tlie 
Kanten  und  Flächen  von  fünfTe- 
traedern  und  zugleich  (85)  tlic 
Kanten  und  Seiten  von  fiinf 
vollständigen  Vierkanten,  und 
werden  daher  von  jeder  Ebene, 
welche  durch  keinen  der  fünf 
Eckpunkte  geht,  in  den  zehn 
Eckpunkten  und  den  zehn  Sei- 
ten von  fünf  vollständigen  Vier- 
feiten    und     fimf    vollständigen 


Die  zehn  Kanten  und  zehn 
Eckpunkte  eines  vollständigen 
Fünfflachs  sind  die  Kanten  und 
Eckpunkte  von  fünf  Tetraedern 
und  zugleich  die  Seiten  und 
Eckpunkte  von  fünf  vollständi- 
gen Vierseiten,  und  werden  da- 
her aus  jedem  Mittelpunkte,  wel- 
cher io  keiner  der  fiinf  Flächen 
liegt,  durch  die  zehn  Seiten 
und  zehn  Kanten  von  fünf  voll- 
ständigen Vierkanten  und  füirf 
vollständigen  Vierseiten  projicirt. 


Vierecken  geschnitten. 

87.    Zwei  ebene  nEcke  hcisscn  auf  einander  bezogen,    wenn 
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jedem  Eckpunkte  eine«  jeden  ein  Eckpunkt  des  andern,  welcher 
jenem  entsprechend  (homolog)  heisst ,  und  dadurch  auch  jeder 
Seiten  eines  jeden  eine  Seite  des  andern  zugewiesen  ist.  Analo- 
ges gilt  von  n Seiten,  n  Kanten   u.   s.  w. 


Wenn  zwei  auf  einander  be- 
zogene Dreiecke  in  zwei  Ebenen 
liegen,  deren  Schniltlinie  mit 
keiner  der  sechs  Seiten  ziisam- 
menfällt,  a1»er  je  zwei  homologe 
Seilen  sich  schneiden  (in  einer- 
lei Ebene  liegen),  so  sind  «lie 
beiden  Dreiecke  Schnitte  eines 
und   desselben   Dreikants. 

88.    Wenn  zwei  auf  einander 
bezogene      vollständige       ebene 
\  ierecke  in  zwei  Ebenen  liegen, 
deren  Sctmittlinie  durch   keinen 
der  acht  Eckpunkte    geht ,    und 
fünf  Seiten    des    einen  Vierecks 
die   homohigen    Seiten    des    an- 
dern   schn»;iden,     so    sind     die 
beiden    Vierecke    Schnitte    eines 
und  desselben  volUländigcn  Vier- 
kants,   daher    auch    ihre  beiden 
übrigen  Seiten  sich  schneiden. 


Wenn  twei  auf  einander  l>e- 
zogene  Dreikante  zwei  Strahlen- 
bündeln angehören,  deren  ge- 
meinschaftlicher Strahl  mit  kei- 
ner der  sechs  Kanten  zusam- 
menfällt, aber  je  zwei  homologe 
Kanten  sich  schneiden  («inen 
Punkt  gemein  haben),  so  sind 
die  beiden  Dreikante  Scheine 
eines  und  desselben  Dreiechs. 

Wenn  zwei   auf  einander  be-» 
zogene  volIständigeVierseite  zwei 
Sirahlenbündeln  angehören,  de- 
ren gemeinschaftlicher  Strahl  in 
keiner     der    acht    Seiten     liegt, 
und  fünf  Kanten  des  einen  Vier- 
seits  die  homologen  Kanten  de» 
andern  schneiden ,    so    sind    die 
beiden    Vierseite    Scheine    eines 
und  desselben  vollständigen  ebe- 
nen Vierseits,    daher    auch  ihre 
beiden     übrigen     Kauten     sich 
schneiden. 

Folgt  aus  87,  wenn  man  bemerkt,  dass  Dreikante,  welche 
zwei  Kanten  gemein  haben ,  concentrisch  sind ,  Dreiecke  aber, 
Hclche  zwei  Seiten  gemein  haben,   in   einerlei  Ebene  liegen. 

89.  Zwei  in  einerlei  Ebene  liegende  n  Ecke  oder  n  Seite, 
welche  auf  einander  bezogen  sind,  heissen  zu  einander  perspekti- 
visch (perspektivisch  liegend),  wenn  sie  von  einem  und  demselben 
drillen  ebenen  n  Ecke  oder  n  Seite  N  die  Projektionen  (aus  zwei 
Punkten  M,  Mi)  sind,  und  also  tlie  Geraden,  deren  jede  ein 
Paar  homologe  Eckpunkte  jener  Gebilde  verbindet,  alle  durch 
ekucu  und  denselben  Punkt    (<iie  Spur  der   Geraden   M  Mi)   gehen. 
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iV\e.  Punkte  a"her,  io  deren  jedem  ein  Paar  homologe  Seiten  sich 
schneiden ,  alle  in  einer  und  derselben  Geraden  (der  Spur  der 
Ebene   N)  liegen. 

90.  Wenn  zwei  aufeinander  bezogene  Dreiecke  ABC,  AiBiCi 
in  einerlei  Ebene  liegen ,  aber  kein  Element  mit  einander  gemein 
haben,   und 


die  drei  Punkte,  in  deren  je- 
dem ein  Paar  homologe  Seiten 
sich  schneiden,  in  einer  und 
derselben  Geraden  o  liegen,  wel- 
che von  keinem  der  beiden  Drei- 
ecke eine  Seite  ist,  so  liegea 
die  Dreiecke  perspektivisch,  da- 
her auch  die  drei  Geraden,  de- 
ren jede  ein  Paar  homologe  Eck- 
punkte verbindet,  in  einem  P»mkte 
sich  schneiden.  —  Projicirt  man 
ramlich  das  Dreieck  ABC  auf 
irgend  eine  andere  durch  die 
Gerade  u  gehende  Ebene,  so 
erhält  man  ein  drittes  Dreieck 
A2B2C2,  von  welchem  (nach 
87)  auch  das  Dreieck  Ai  Bi  Ci 
eine  Projektion  ist. 


die  drei  Geraden ,  deren  jede 
ein  Paar  homologe  Eckpunkte 
verbindet,  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  S  sich  schneiden, 
welcher  von  keinem  der  beiden 
Dreiecke  ein  Eckpunkt  ist,  so 
liegen  die  Dreiecke  perspekti- 
visch, daher  auch  die  drei  Pimkte, 
in  deren  jedem  ein  Paar  homo- 
loge Seiten  sich  schneiden,  in 
einer  Geraden  liegen.  —  Pro- 
jicirt man  nämlich  das  Dreieck 
ABC  aus  irgend  einem  Punkfc 
M  und  das  Dreieck  Ai  Bi  Ci 
aus  einem  andern  Punkte  Mj 
der  Geraden  ^IS,  so  erhält  man 
zwei  Dreikanle,  welche  (87) 
Scheine  eines  und  desselben  drit- 


ten Dreiecks  A2B2C2  sind. 
Es  kommen  in  den  obigen  Sätzen,  welche  im  Grunde  nur 
diirch  die  Form  der  Aussage  sich  von  einander  unterscheiden, 
zehn  Punkte  und  zehn  Gerade  vor,  weiche  die  Spuren  von  den 
xehn  Kanten  und  den  zehn  Flächen  eines  vollständigen  Fünfecks 
im  Kaume  und  daher  auch  die  Eckpunkte  und  Seiten  von  zehn 
Paar  perspektivischen  Dreiecken  sind.  Anstatt  zu  sagen:  die  drei 
Punkte  D,  E,  F,  in  welchen  die  Seiten  AB,  AC,  BC  des  Drei- 
ecks ABC  von  den  homologen  Seiten  des  Dreiecks  Ai  Bi  Cj  ge- 
schnitten werden,  liegen  io  einer  Geraden,  kann  man  auch  sagen: 
die  drei  Geraden,  deren  jede  ein  Paar  homologe  Eckpunkte  der 
Dreiecke  DB|Dy  C  C]  £  verbindet,  »cfaneiden  sieb  in  einem 
Punkte. 
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9!.  Weno  zwei  auf  einaoder 
bezogene  vollständige  Vierecke 
in  einerlei  Ebene  liegen ,  und 
eine  Gerade  u,  welche  durch 
keinen  ihrer  Eckpunkte  geht, 
\on  fünf  Seiten  des  einen  Vier- 
ecks in  denselben  Punkten  ge- 
schnitten wird,  in  welchen  die 
homologen  Seiten  des  andern 
sie  schneiden,  so  liegen  die  Vier- 
ecke perspektivisch,  daher  auch 
ihre  beiden  übrigen  Seiten  jene 
Gerade  in  einem  und  demselben 
Punkte  schneiden  u.  s.  w. 


Wenn  zwei  auf  einander  be- 
zogene vollständige  Vierseite  in 
einerlei  Ebene  liegen,  und  aus 
einem  Punkte  S,  welcher  in  kei- 
ner ihrer  Seiten  liegt,  fünf  Eck- 
punkte des  einen  Vierseits  durch 
dieselben  Strahlen  projicirt  wer- 
den, welche  aus  ihm  die  homo- 
logen Eckpunkte  des  andern  pro- 
jiciren,  so  liegen  die  Vierseitie 
perspektivisch,  daher  auch  ihre 
beiden  übrigen  Eckpunkte  aus 
jenem  Punkte  durch  einen  und 
denselben  Strahl   projicirt   wer- 


den u.  s.  w. 

Diese  Sätze  lassen  sich  eben  so  auf  88  zurückfuhren,  wie 
die  vorigen  auf  87  zurückgeführt  wurden. 

92.  Wenn  zwei  Tetraeder,  welche  kein  Element  mit  einander 
gemein  haben,  aufeinander  bezogen  sind,  und  die  vier  Geraden 
(p),  deren  jede  ein  Paar  homologe  Eckpunkte  verbindet,  durch 
einen  und  denselben  Punkt  gehen ,  welcher  von  keinem  der  bei- 
den Tetraeder  ein  Eckpunkt  ist,  so  liegen  die  vier  Geraden  (q), 
in  deren  jeder  ein  Paar  homologe  Flächen  sich  schneiden,  in 
einer  und  derselben  Ebene,  welche  von  keinem  der  beiden  Te- 
traeder eine  Fläche  ist;  und  umgekehrt.  Zwei  solche  Tetraeder 
heissen  zu  einander  perspektivisch. 


Gehen  die  Geraden  (p)  durch 
einen  und  denselben  Punkt,  wel- 
cher von  keinem  der  beiden 
Tetraeder  ein  Eckpunkt  ist,  so 
schneiden  sich  auch  (08)  je  zwei 
homologe  Kanten  in  einem  Punk- 
te, welcher  von  keinem  der  Te- 
traeder ein  Eckpunkt  ist.  Da 
ferner  von  den  sechs  Punkten, 
in  deren  jedem  ein  Paar  homo- 
loge Kauten  sich   schneiden,   je 


Liegen  die  Geraden  (q)  in 
einer  und  derselben  Ebene,  wel- 
che von  keinem  der  beiden  Te- 
traeder eine  Fläche  ist,  so  lie- 
gen auch  (ö8)  je  zwei  homologe 
Kanten  in  einerlei  Ebene,  wel- 
che von  keinem  der  beiden  Te- 
traeder eine  Fläche  ist.  Da  fer- 
ner von  den  sechs  Ebenen,  de- 
ren jede  ein  Paar  homologe  Kan- 
ten   \eibUidet,  je   drei,    welche 
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tlrci,  welche  in  einer  und  der- 
selben Fläche  des  einen  Tetrae- 
ders liegen,  auch  in  der  homo- 
logen Fläche  des  andern  und 
mitbin  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen,  so  sind  jene 
sechs  Punkte  die  Eckpunkte  ei- 
nes vollständigen  Vierseits,  des- 
sen Seiten  die  Geraden  (q)  sind. 


durch  einen  und  denselben  Eck- 
punkt des  einen  Tetraeders  ge- 
hen, auch  durch  den  homologen 
Eckpunkt  des  andern  und  mit- 
hin durch  eine  und  dieselbe  Ge- 
rade gehen,  so  sind  jene  sechs 
Ebenen  die  Seiten  eines  voll- 
ständigen Vierkants,  dessen  Kan- 
ten die  Geraden  (p)  sind. 
20  Gerade   und   15  Ebenen  in 


Es  kommen  hier  15  Punkte 
Betrachtung,  welche  die  Eckpunkte,  Kanten  und  Flächen  von  15 
Paar  perspektivischen  Tetraedern,  dann  von  G  vollständigen  Fünf- 
ecken und  6  vollständigen  Funfflachen  sind.  Die  10  Eckpunkte 
und  die  10  Kanten  eines  jeden  dieser  Fünfflache  liegen  in  den 
10  Kanten  und  den  10  Flächen  des  vollsländen  Fünfeck»,  wel- 
ches die  fünf  übrigen  von  den   15  Punkten  zu  Eckpunkten  hat. 


■     •  §•     8. 

Harmonische  Gebilde. 

93.  Wenn  in  einer  Geraden  drei  Punkte  A,  B,  C  gegeben 
sind,  und  alsdann  ein  Viereck  so  construirt  wird,  dass  eine  Dia- 
gonale durch  den  zweiten  der  gegebenen  Punkte  geht,  in  jedem 
der  beiden  übrigen  aber  zwei  einander  gegenüberliegende  Seiten 
sich  schneiden,  so  schneidet  die  andere  Diagonale  des  Vierecks 
jene  Gerade  in  einem  vierten  Punkte  D,  welcher  durch  die  drei 
gegebenen  Punkte  bestimmt  ist  und  zu  denselben  der  vierte  har- 
monische Punkt  heisst.  Ist  nämlich  EFGH  ein  anderes  Viereck, 
von  welchem  eine  Diagonale  EG  durch  den  Punkt  B  geht,  ein 
Paar  einander  gegenüberliegende  Seiten  E  F,  GH  im  Punkte  A 
und  die  beiden  übrigen  Seiten  FG,  HE  im  Punkte  C  sich  schnei- 
den, so  schneidet  seine  andere  Diagonale  (nach  88  und  Ol)  die 
Gerade  AB  in  demselben  Punkte  D,  in  welchem  diese  Linie  von 
der  andern  Diagonale  des  erstem  Vierecks  geschnitten  wird. 

Die  Punkte  A,  C  sind  durch  die  Punkte  B,  D  getrennt. 
Betrachtet  man  nämlich  <)a8  ebene  System,  dessen  Träger  die 
Ebene  ACE  ist,  als  Schnitt  eines  gewöhnlichen  StrahlenbündcU  S, 
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8o  entspricht  der  aus  den  drei  Strecken  CHE,  EFA,  ABC  ru- 
»arameiigesetzten  Linie  der  Mantel  der  dreiseitigen  Strahlenpyra* 
inide,  welche  die  drei  Strahlen  SC,  SE,  SA  zu  Kanten  hat  und 
den  Strahl  SG  in  sich  enthält  Da  nun  die  Gerade  HF  die 
Strecken  CHE,  EFA  und  also  die  Ebene  SHF  die  diesen 
Strecken  entsprechenden  Seiten  der  erwähnten  Strahlenpyramide 
schneidet,  so  folgt,  dass  die  dritte  Seite  von  der  Ebene  SHF 
und  also  auch  die  Strecke  ABC  von  der  Geraden  HF  nicht  ge- 
schnitten werde. 

94.  Ein  harmonisches  gerades  Gebilde  ABCD  wird  aus  je- 
dem ausserhalb  der  Geraden  bcfmdlichen  Punkte  S  durch  einen 
harmonischen  Strahlenbüschel  projicirt,  welcher  nämlich  von  jeder 
Geraden,  die  mit  ihm  in  einerlei  Ebene  liegt,  aber  nicht  durch 
seinen  Mittelpunkt  geht,  in  einem  harmonischen  geraden  Gebilde 
AiBiCjÜi  geechuitten  wird. 

Man  construire  in  einer  Ebene,  welche  durch  die  Gerade  AB 
aber  nicht  durch  den  Punkt  S  geht,  ein  Viereck,  so  dass  zwei 
einander  gcgenriberliegende  Seiten  desselben  im  Punkte  A,  die 
Leitlen  übrigen  Seiten  im  Punkte  C  sich  schneiden,  eine  Diago- 
nale durch  den  Punkt  B  und  also  die  andere  durch  den  Pimkt  D 
geht.  Projicirt  man  nun  dieses  Viereck  aus  dein  Punkte  S  auf 
eine  durch  die  Gerade  AiBi  gehende  Ebene,  so  erhält  man  ein 
Viereck,  von  welchem  zwei  einander  gegenüberliegende  Seiten  im 
Punkte  Ai,  die  beiden  übrigen  Seiten  im  Punkte  Cj  sich  schnei- 
den, die  eine  Diagonale  durch  den  Punkt  B|  und  die  andere 
durch  i\en  Punkt  Di   geht,  was  zu  beweisen  war, 

9.").  Ein  harmonisches  gerades  Gebilde  ABCD  wird  aus  jeder 
Axe  8,  welche  mit  ihm  nicht  in  einerlei  Ebene  liegt,  ein  harmo- 
nischer Strahleubüschel  also  aus  jedem  ausserhalb  seiner  Ebene 
befimllichen  Punkte  durch  einen  harmonischen  Ebenenbüschel  pro- 
jicirt, welcher  nämlich  von  jeder  Geraden,  die  seine  Axe  nicht 
schneidet,  in  einem  harmonischen  geraden  Gebilde  Ai  Bi  C'i  Di 
und  also  von  jeder  Ebene,  die  nicht  durch  seine  Axe  geht,  in 
einem  harmonischen  Strahlenbüschel  geschnitten   wird. 

Man  nehme  in  der  Axe  *  zwei  beliebige  Punkte  an  und  pro- 
jicire  aus  dem  einen  das  Gebilde  ABCD  und  aus  dem  andern 
d  IS    Gcbilile    Ai  Bi  Ci  Di,    so    erhalt    man    zwei    Strahleubüschel, 
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welche  (74)  Scheine  eines  und  demselben  dritten  geraden  GebiKIc» 
A2n2C2D2  sind.  Da  nun  das  Gebilde  ABCl)  harmonisch  ist,  so 
gilt  diess  auch  (94)  von  dem  Gebilde  A2B2C2Dai  und  mithin  auch 
von  dem  Gebilde  AiBiCiDi. 

96.  Wenn  ABCD  ein  harmonisches  Gebilde  ist,  so  sind  auch 
BCDA,  CDAB,  DABC,  DCBA,  CBAD,  BADC,  ADCD 
harmonische  Gebikle. 

Es  sey  ABCD  ein  harmonisches  gerades  Gebilde,  so  kann 
man  ein  Viereck  EFGH  construiren,  so  dass  die  Seiten  EF,  GH 
im  Punkte  A,  die  Seiten  FG,  HE  im  Punkte  C  sich  schneiden, 
die  Diagonale  EG  durch  den  Punkt  B  und  die  Diagonale  FH 
durch  den  Punkt  D  geht,  woraus  sogleich  erhellt,  dass  auch  A  DGB, 
CDAB,  CBAD  harmonische  Gebilde  sind.  Es  sey  ferner  K 
der  Schnittpunkt  von  EG  und  FH,  so  sind  (90)  EFC,  DBK 
zwei  zu  einander  perspektivische  Dreiecke,  daher  die  drei  Gera- 
den ED,  FB,  CK  in  einem  und  demselben  Punkte  L  sich  schnei- 
den. Bemerkt  man  nun,  dass  von  dem  Vierecke  EKFL  zwei 
einander  gegenüberliegende  Seiten  im  Punkte  B,  die  beiden  übri- 
gen im  Punkte  D  sich  schneiden,  die  eine  Diagonale  durch  A  und 
die  andere  durch  C  geht,  so  folgt,  dass  auch  BADC,  BCDA, 
DABC,  DCBA  harmonische  Gebilde  sind. 

97.  Nach  dem  Bisherigen  ist  durch  drei  Elemente  eines  har- 
monischen Gebildes  und  durch  die  Angabe,  von  welchem  dersel- 
ben das  vierte  getrennt  ist,  auch  das  vierte  bestimmt.  Wenn  da- 
her ABCD,  ab  cd  zwei  ungleichartige  harmonische  Gebilde  sind, 
und  die  Elemente  A,  B,  C  bezüglich  in  den  Elementen  a,  b,  c 
liegen,  so  ist  das  erstcre  Gebilde  ein  Schnitt  iies  letztern. 


Liegen  drei  Punkte  A,  B,  C 
eines  harmonischen  geraden  Ge- 
bildes ABCD  in  drei  gegebe- 
nen Ebenen,  welche  in  einer  und 
derselben  Geraden  sich  schnei- 
den, so  liegt  auch  der  vierte 
Punkt  in  einer  gegebenen,  durch 
diese  Gerade  gehenden  Ebene. 

98.  Je  zwei  getrennte  Elemente  eines  harmonischen  Gebildes 
Bollen  durch  die  beiden  übrigen  harmonisch   getrennt  heissen.     Ist 


Schneiden  drei  Ebenen  a,b,  c 
eines  harmonischen  Ebenenbü- 
schels ab  cd  eine  Gerade  in  ge- 
gebenen Punkten,  so  wird  diese 
Gerade  auch  von  der  vierten 
Ebene  in  einem  gegebenen  Punk- 
te geschnitten. 
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<1a8  eine  von  zwei  barmonischen  Gebilden  ein  Schnitt  des  andern, 
fo  kann  man  auch  sagen,  das«  je  zwei  getrennte  Elemente  eines 
jeden  durch  die  ihnen  nicht  entsprechenden  Elemente  des  andern 
harmonisch  getrennt  sind. 


Durch  zwei  Ebenen  und  ei- 
nen ausserhalb  derselben  befind- 
lichen Piuikt  ist  eine  drittcEbene 
bestimmt ,  welche  durch  die 
Schnittlinie  der  beiden  erstem 
geht  und  jeden  Punkt  enthält, 
der  von  dem  gegebenen  Punkte 
durch  die  gegebenen  Ebenen 
harmonisch   getrennt  ist. 


Durch  eine  Ebene  nnd  zwei 
ausserhalb  derselben  befindliche 
Punkte  ist  ein  dritter  Punkt  be- 
stimmt, in  welchem  jede  Ebene, 
welche  von  der  gegebenen  Ebene 
durch  die  gegebenen  Punkte  h?^r- 
monisch  getrennt  ist,  die  durch 
diese  Punkte  bestimmte  Gerade 
schneidet. 


Man  kann  hier  für  die  Ausdrücke:  Ebene,  Schnittlinie,  die 
Ausdrücke:  Gerade,  Schnittpunkt  setzen,  wenn  man  nur  Elemente 
einer   und   derselben  Ebene  betrachtet. 

00.  Die  beiden  Diagonalen  eines  ebenen  Vierecks  sind  (03) 
durch  die  bciilfu  Piuikte,  die  beiden  Diagonalen,  eine»  Vierkant» 
also  «lurch  die  beiden  Strahlen,  in  deren  jedem  ein  Paar  Gegen- 
seiten sich  schneiden,  harmonisch  getrennt. 


In  einem  vollständigen  ebenen 
Vierecke  sind  je  zwei  Gegen- 
seiten durch  die  beiden  Punkte, 
in  deren  jedem  von  den  vier 
übrigen  Seiten  zwei  einander 
gegenüberliegende  sich  schnei- 
den ,  harmonisch  getrennt. 


In  einem  vollständigen  Vier- 
seite sind  je  zwei  Gegenpunkte 
durch  die  beiden  Geraden,  de- 
ren jede  von  den  vier  übrigen 
Eckpunkten  zwei  einander  gegen- 
überliegende verbindet,  harmo- 
nisch  getrennt. 


100.  \Vcnn  von  zwei  zu  einander  perspektivischen  Dreiecken 
das  eine  ABC  um  das  andere  Ai  Bi  Ci  und  also  dieses  in  das 
rrsterc  beschrieben  ist,  so  dass  nämlich  die  Eckpunkte  Ai,  Bi,  Ci 
bcziehlich  in  den  Seiten  BC,  CA,  AB  liegen,  so  ist   (00) 


der  Punkt  S,  welcher  mit  je 
zwei  liomologen  Eckpunkten  in 
einer  utul  derselben  Geraden 
liegt,  von  jedem  Ptmktc,  in  wel- 
chem ein  Paar  homologe  Seiten 
sich  schneiden,  sowohl  durch  die 


<lie  Gerade  u ,  welche  je  zwei 
homologe  Seiten  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneidet,  von 
joder  Geraden,  welche  ein  Paar 
homologe  Eckpunkte  verbintlet, 
sowohl  durch  die    übrigen  Eck- 
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ulirlgcn  Seiten  des  einen  als  auch 
durch  die  übrigen  Seiten  des 
andern  Dreiecks  harmonisch  ge- 
trennt. 

Projicirt    man    den    Punkt   S 
aus  jedem   Eckpunkte  des  Drei- 
ecks   Ai  Bi  Ci    auf  die   diesem 
Eckpunkte        gegenüberliegende 
Seite,    so   erhält  man  die  Eck- 
punkte eiüts  Dreiecks  A2B2C2, 
welches    mit    den    beiden    Drei- 
ecken ABC,  AiBiCi  perspek- 
tivisch liegt,  und  in  das  letztere 
beschrieben  ist.     Je  drei  homo- 
loge  Seiten    der    drei    Dreiecke 
schneiden    sich     in    einem    und 
demselben    Punkte,    weil    es    in 
jeder  Seite   des  Dreiecks  Ai  Bi 
Ci  Dur  einen  Punkt  giebt,  wel- 
cher  durch    die    beiden  übrigen 
Seiten  desselben  vom  Punkte  S 
harmonisch  getrennt  ist. 


punkte  des  cinert  als  auch  durch 
die  übrigen  Eckpunkte  des  an- 
dern Dreiecks  harmonisch  ge- 
trennt. 

Projicirt  man  jeden  Punkt,  in 
welchem   die  Gerade  u   von    ei- 
ner Seite  des  Dreiecks  ABC  ge- 
sclmilten  wird,    aus    dem  dieser 
Seite    gegenüberliegenden   Eck- 
punkte, so  erhält  man  die  Sei- 
ten    eines    Dreiecks    A^B^C, 
welches   mit   den    beiden    Drei- 
ecken ABC,   AiBiCi  perspek- 
tivisch liegt,  und  um  das  erstcre 
beschrieben  ist.     Je  drei  homo- 
loge Eckpunkte  der  drei  Dreiecke 
liegen    in    einer    und    derselben 
Geraden,    weil   es    durch   jeden 
Eckpunkt    des    Dreiecks    ABC 
nur  eine  Gerade   giebt,   welche 
durch    die   beiden   übrigen  Eck- 
punkte  desselben    von   der   Ge- 


raden u  harmonisch  getrennt  ist. 

Durch  irgend  eines  von  den  beiden  Dreiecken  ABC,  AiBiCi 

und  irgend  eines    von    den   beiden  Elementen  S,  u    ist   auch    das 

andere  Dreieck,    so  wie  auch  das  andere  der  erwähnten  Elemente 

bestimmt. 

101.  Wenn  von  zwei  zu  einander  perspektivischen  Tetraedern 
das  eine  AB  CD  um  das  andere  A|  Bi  Ci  Di  und  also  dieses  in 
das  erstere  beschrieben  ist,  so  dass  nämlich  die  Eckptmkte  Af , 
Bi,  Ci,  Dl  beziehlich  in  dea  Flächen  BCD,  ACD,  ABD,  ABC 
liegen,  so  ist  (99) 


der  Punkt  S,  welcher  mit  je 
^wei  homologen  Eckpunkten  in 
einer  und  derselben  Geraden 
lii^gt,  von  jedem  Punkte,  in 
welchem  ein  Paar  homologe  Kan- 


die  Ebene  U,  welche  je  zwei 
homologe  Flächen  in  einer  und 
derselben  Geraden  schneidet,  von 
jeder  Ebene,  welche  ein  Paar  ho- 
mologe  Kanten    verbindet,    so- 
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tcn  sich  8chnei(!en,  sowohl  durch 
zwei  Flachen  iles  einen  als  auch 
tlurch  zwei  Flachen    .ics  au'lern 
Tetraeilers  harmonisch  getrennt. 
Projicirt    man    den    Punkt    S 
ans   jedem   Eckpunkte  des   Te- 
traeders Ai  B|  Ci  D|  auf  die  die- 
sem Eckpunkte  gegenüberÜegen- 
^  de  Flache ,    so    erhält    man    die 
Ec)v|)Ui)ktc    eines  Tetraeders  Aj 
132  ^2  1^2  >    welches  mit  den  bei- 
den Tetraedern   AB  CD,    AiBi 
C'i  D|    perspektivisch  liegt,    und 
in  das    letztere    beschrieben  ist. 
Je    drei    homologe  Kanten    der 
drei  Tetraeder  schneiden  sich   in 
einem     und     demselben    Punkte, 
weil  es  in  jeder  Kante  des  Te- 
traeders AiBiCiDi    Jiur    einen 
Punkt  giebt,  welcher  durch  die 
in  der  gegeni'iberliegenden  Kante 
sich   schneidenden  Flächen    vom 


wohl  durch  zwei  Eckpunkte  des 
einen  als  auch  durch  zwei  Eck- 
punkte des  andern  Tetraeders 
harmonisch  getrennt. 

Projicirt  man  jede  Gerade,  in 
welcher  die  Ebene  U  von  einer 
Fläche   des   Tetraeders  ABCD 
geschnitten  wird,  aus  dem  die- 
ser   Fläche    gegenüberliegenden 
Eckpunkte,    fco    erhält    man   die 
Flächen  eines  Tetraeders  A>L>^ 
C^  D',   welches  mit  den  beiden 
Tetraedern  ABCD,  A,B.C,D, 
per«pektivi3ch  liegt,  und  um  da« 
erstere  beschrieben  ist.     Je  drei 
homologe  Kanten   der   drei  Te- 
traeder liegen  in  einerlei  Ebene, 
weil    es    durch   jede   Kante    des 
Tetraeders    ABCD    nur    eine 
Ebene  giebt,   welche   durch    die 
in  der  gegenüberliegenden  Kante 
befiudlichen  Eckpunkte   von  der 


Punktes  harmonisch  getrennt  ist.  '  Ebene  U  harmonisch  getrennt  ist. 
Durch  irgend  eines  von  den  beiilcn  Tetraeilern  ABCD, 
A|B|C|D|  und  irgend  eines  von  den  beiden  Elementen  S,  U  ist 
auch  das  andere  Tetraeder  so  wie  auch  das  andere  von  den  er- 
wähnten  Elementen  bcstiuimt. 

102.  Versteht  man  unter  der  Projektion  eines  Punktes  auf 
eine  Seite  eines  Dreiecks  seine  Projektion  aus  dem  dieser  Seite 
gegenüberliegenden  Eckpunkte  und  unter  der  Projektion  eines 
Punktes  auf  eine  Kante  eines  Tetraeders  seine  Projektion  aus 
der  derselben  gegenüberliegenden  Kante,  so  hat  man  (nach  100 
und   101)  folgende  Sätze: 

Wenn  in  jeder  Seite  eines  Dreiecks  zwei  Punkte  angenom- 
men werden ,  welche  durch  die  in  derselben  Seite  befindlichen 
Eckpunkte  harmonisch  getrennt  sind,  und  von  den  sechs  angenom- 
menen Punkten  drei 
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die  Projektionen  eines  und  des- 
selben Punktes  sind,  so  sind  die 
drei  übrigen  die  Spuren  einer 
und  derselben  Geraden. 


die  Spuren  einer  und  derselben 
Geraden  sind,  so  sind  die  drei 
übrigen  die  Projektionen  eines 
und  desselben  Punktes. 


Wenn  in  jeder  Kante  eines  Tetraeders  zwei  Punkte  ange- 
nommen werden,  welche  durch  die  in  derselben  Kante  befindlichea 
Eckpunkte  harmonisch  getrennt  sind,  und  von  den  zwölf  ange- 
nommenen  Punkten  sechs 


die  Projektionen  eines  und  des- 
selben Punktes  sind,  so  sind  die 
sechs  übrigen  die  Spuren  einer 
und  derselben  Ebene. 


die  Spuren  einer  und  derselben 
Ebene  sind,  so  sind  die  sechs 
übrigen  die  Projektionen  eine« 
und  desselben  Putjkles. 


§.     9. 

Projektivisrhe  Verwandtsciwfl  zwischen  einförmigen  Gebilden. 

103.  Zwei  einförmige  Grundgebilde  heissen  zu  einander  pro- 
jektivisch  (A),  wenn  sie  so  auf  einander  bezogen  sind,  dass  jedem 
harmonischen  Gebilde  in  dem  einen  ein  harmonisches  Gebilde  im 
andern  entspricht 

Wenn  von  beliebig  vielen  Gebilden  das  zweite  dem  ersten, 
jedes  folgende  einem  der  vorhergehenden  projektivisch  ist,  so  sind 
alle  zu  einander  projektivisch.  Dieser  Satz  gilt  nicht  nur  von 
einförmigen,  sondern  auch,  wie  aus  spätem  Erklärungen  hervor- 
gehen wird,  von  andern  Gebilden,  daher  er  auch,  um  Wieder- 
holungen zu  vermeiden,  sogleich  allgemein  ausgesprochen  wurde. 

104.  Zwei  projektivische  einförmige  Gebilde  können  überdies^ 
perspektivisch  liegen.  Es  heissen  aJaer  zu  einander  perspektivisch, 
nämlich  projektivisch  und  zugleich  perspektivisch  liegend: 

a)  ein  gerades  Gebilde  und  ein  Büschel  oder  ein  Strahlenbü- 
schel und  ein  Ebenenbüschel,  wenn  das  eine  Gebilde  ein 
Schnitt  des  andern  ist; 

ß)  zwei  gerade  Gebilde,  wenn  sie  Schnitte  eines  und  desselben 
Strahlenbüschels  sind ; 

y)  zwei  Strahlenbüscbel,  wenn  sie  entweder  Scheine  einet  und 
desselben  geraden  Gebildes  oder  Schnitte  eines  und  dessel- 
ben Ebenenbüschels  oder  beides  zugleich  sind; 
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S)  twei   Fhencnbriftchel ,    wenn    sie  Scheine    eines    und  tlesseltken 
StrahlenbuscheU  siiul. 
105.   Projicirt  man  in  einrr  Ebene 


ein  gerades  Gebilde  u  ans  zwei 
Punkten  Si,  Sj  auf  eine  und 
d  eselbe  andere  Geraile  v,  so 
erhält  man  zwei  zu  einander 
projektivische  gerade  Gebilde  ui , 
uj ,  welche  in  einer  nnd  dersel- 
ben Geraden  v  liegen  nnd  einen 
oaer  zwei  Punkte  entsprechentl 
gemein  haben,  je  nachdem  die 
Gerailen  u,  v,  Si  Sj  in  einem 
Punkte  oder  in  drei  Punkten 
sich  schneiden. 


zwei  gerade  Gebilde,  welche 
Schnitte  eines  und  desselben 
Slrahleubüscbels  sind,  aus  einem 
und  demselben  andern  Punkte,  so 
erhält  man  zwei  zu  einander  |)ro- 
jektivische  Strahlenbuschel,  wel- 
che concentrisch  sind  und  einen 
oder  zwei  Strahlen  entsprechend 
gemein  haben,  je  nachdem  der 
Schnittpunkt  der  geraden  Ge- 
bilde mit  den  beiden  Mittelpunk- 
ten ilcr  drei  Büschel  in  einer 
oder  nicht  in  einer  nnd  dersel- 
ben Gerailen  liegt. 
Dem  Punkte  Ai  des  Gebildes  ui  entspricht  <ler  Punkt  Aj  des 
Gebildes  uj,  wenn  die  Strahlen  SiAj,  S2  A2  die  Gerade  u  in 
einem  und  demselben  Punkte  A  schneiden.  Die  drei  Gebilde  n, 
Ui,  ui  haben  also  den  Punkt  uv,  die  beiden  Gebilde  Ui ,  uj  aber, 
wenn  die  Gerade  ?  von  «ler  Geraden  S|  Sj  in  einem  von  uv  ver- 
schiedenen Punkte  geschnitten  wird,  auch  noch  diesen  Punkt  ent- 
sprechend gemein. 

106.  Wenn  zwei  projektivische  einförmige  Gebilde  drei  Ele- 
mente entsprechend  gemein  haben,  so  haben  sie  alle  ihre  Elemente 
entsprechend  gemein. 

Es  ist  hier  hinreichend,  zwei  projektivische  gerade  Gebilde 
tu  betrachten,  welche  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen. 
Haben  nun  die  Gebilde  die  Punkte  A,  B  und  jeden  Punkt  der 
Strecke  AB  entsprechend  gemein,  so  haben  sie  auch  (103)  jeden 
Punkt,  welcher  von  einem  Punkte  dieser  Strecke  durch  die  Punkte 
A,  B  harmonisch  getrennt  ist,  nämlich  jeden  Punkt  der  Streike 
B"A  entsprechend  gemein.  ^Vürden  aber  die  Gebilde  keine  ste- 
tige Aufeinanderfolge  von  Elementen,  jedoch  mehr  als  zwei  ein- 
zelne Elemente  entsprechend  gemein  haben,  so  würde,  wenn  A,  B 
zwei  aufeinanderfolgende  sind,    die    eine  von  den  beiden  Strecken 
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AB,  B*A  grr  kein,  die  andere  aber  wenigstens  ein  »ich  «ell.st 
entsprechendes  Element  P  enthalten,  was  auf  einen  Widerspruch 
fidirt,  da  es  in  der  Strecke  AB  einen  Punkt  Q  giebt,  welcher 
vom  Punkte  P  durch  die  Punkte  A,  B  harmonisch  getrennt  ist. 
Zwei  projektivische  einHirmigc  Gebilde  können  also,  wenn  nicht 
jedes  Element  des  einen  mit  dem  homologen  Elemente  des  andern 
cusammeufullen  soll,  höchstens  zwei  Eleuiente  entsprechend  ge- 
mein haben. 

107.  Wenn  ein  gerades  Gebilde  und  ein  Büschel  oder  ein 
Strahlenbfischel  und  ein  Ebenenbüschel  zu  einander  projektivisch 
«ind,  und  drei  Elemente  des  einen  Gebildes  in  den  ihnen  ent- 
»precheudcn  Elementen  des  andern  liegen  (also  das  eine  Gebilde 
mit  einem  Schnitte  des  andern  drei  Elemente  entsprechend  ge- 
mein hat),  so  ist  (100)   das  eine  Gebilde  ein  Schnitt  des   andern. 


108.     VVeun    zwei    projektivi- 
«che  gerade  Gebilde  u,  U|,  wel- 
che in  einerlei  Ebene,  aber  nicht 
iu  einer  und  derselben  Geraden 
liegen,  ihren  Schnittpunkt  A  ent- 
sprechend gemein  haben,  so  sind 
sie  Schnitte  eines  und  desselben 
Strahlenbüschels.  —     Es  sey  S 
der  Schnittpunkt   von  zwei  Ge- 
raden   Bßi,    CC|,    deren   jfde 
einen  Punkt  i\es  Gebildes  u  mit 
dem  homologen  Punkte  des  Ge- 
bildes   U|    verbindet.      Da    nun 
(103)  der  Strahlenbüschcl,  wel- 
cher aus  dem  Punkte  S  das  ge- 
rade Gebilde  U|   projicirt,  auch 
dem  geraden  Gebilde  u  projek- 
tivisch ist,  und  drei  Punkte  A, 
B,  C  ilieses  Gebildes  in  den  ho- 
mologen  Strahlen   tles   Büschels 
liegen,  so  folgt  der  Satz  aus  107. 
Haben  zwei  projektivische  Strah- 
leubüschel,    wcl\;he  conceotriscb 


Wenn  zwei  projektivische  Strah- 
leubüschel  S,  Si,   welche  in  ei- 
nerlei Ebene  liegen,  aber  nicht 
concentrisch  sind,  den  Strahl  a, 
welcher    ihre   Mittelpunkte    ver- 
bindet, entsprechend  gemein  ha- 
ben,    so    sind    sie  Scheine  eines 
und    desselben     geraden    Gebil- 
des.   —       Man     verbinde     den 
Schnittpunkt  b  bi   von   zwei  ho- 
mologen Strahlen  mit  dem  Schnitt- 
punkte cci  von  zwei  andern  ho- 
mologen Strahlen  durch  eiue  Ge- 
rade.  Da  nun  (103)  der  Schnitt  II 
des  Büschels  S,    mit  jener  Ge- 
raden auch  dem  Büschel  S  pro- 
jektivisch ist,  und  drei  Strahlen 
a,  b,  c    dieses   Büschels    durch 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
des    geraden  Gebildes  u  gehen, 
so  folgt  der  Satz  aus   107. 

Haben  zwei  projektivische  Ebc- 
neubüschcl,     deren    Axeo     sich 
4* 
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Sinti ,  abf  r  in  zwei  Ebenen  lie- 
gen, die  Schilittlinie  dieser  Ebe- 
nen entsprechend  gemein,  8o 
sind  sie  Schnitte  eines  und  des- 
selben Ebenenbüschels. 

109.  Wenn  zwei  projektivi- 
sche  gerade  Gebilde  in  einerlei 
Ebene,  aber  nicht  in  einer  und 
deri^elbcn  Geraden  liegen,  und 
\on  den  Geraden,  deren  jede 
ein  Paar  homologe  Pimkte  ver- 
bindet, irgend  drei  in  einem 
Punkte  sich  schneiden,  so  sind 
die  beiden  geraden  Gebilde 
Schnitte  eines  und  desselben 
StrahlenbiischeU.  Sind  also  zwei 
sich  schneiilende  gerade  Gebilde 
projektivisch,  ohne  perspektivisch 


schneiden,  die  durch  diese  Li- 
nien bestimmte  Ebene  entspre- 
chend gemein,  so  sind  sie  Scheine 
eines  und  desselben  Strahleubu- 
schels. 

Wenn  zwei  projektivische  Strah- 
lenbüschel in  einerlei  Ebene  lie- 
gen, aber  nicht  coucentrisch  sind, 
und  von  den  Punkten,  in  deren 
jedem  ein  Paar  homologe  Strah» 
len  sich  schneiden,  irgend  drei 
in  einer  Geraden  liegen,  so  sind 
die  beiden  Büschel  Scheine  ei- 
nes und  desselben  geraden  Ge- 
bildes. Sind  also  zwei  in  ei- 
nerlei Ebene  liegende,  nicht  con- 
centrische  Sirahlenbüschel  pro- 
jektivisch ,    ohne    perspektivisch 


zu  li«  gen,  so  schneiden  sich  von   }   zu    liegen,    so    liegen    von    den 
den    Geraden,     deren   jede    ein    j    Punkten,     in    deren    jedem    ein 


Paar  homologe  Punkte  verbindet, 
keine  drei  in  einem  Punkte. 


Paar  homologe  Strahlen  sich 
schneiden,  keiue  drei  in  einer 
Geraden. 

Die  Deweise  dieser  Sätze,  welchen  zwei  Sätze  aus  der  Geo- 
metrie des  Strahlenbündels  entsprechen,  stimmen  mit  den  vorigen 
ganz  überein. 

110.  \Vill  man  zwei  einförmige  Grundgebilde  projektivisch 
auf  ein. Inder  beziehen,  so  kann  man  zu  drei  Elementen  des  einen 
drei  Elemente  des  andern,  welche  jenen  entsprechen  sollen,  nach 
Belieben  annehmen,  wodurch  aber  alsdann  jedem  Elemente  des 
einen   Gebildes  ein  Element  im  andern  zugewiesen  ist. 

I.  Sollen  zwei  sich  schneidende  gerade  Gebilde  u,  U|  pro- 
jektivisch so  auf  einander  bezogen  werden,  dass  sie  ihren  Schnitt- 
punkt A  entsprechend  gemein  haben  und  den  Punkten  B,  C  des 
einen  die  Punkte  Di,  Cj  des  andern  entsprechen,  so  muss  (108) 
das  eine  eine  Projektion  des  andern  aus  dem  Punkte  seyn,  in 
welchem  die  Geraden  D  D| ,  C  Ci  sich  schneiden. 
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II.  Süllen  zwei  gerade  Gebilde  u,  iij,  welche  nicht  in  einer 
und  der8ell)en  Geraden  liegen,  projektivisch  so  aufeinander  be- 
zogen werden,  dass  den  Piuikten  A,  D,  C  des  erstem  die  Punkte 
^2»  Bj»  C2  des  letztern  entsprechen,  so  projicire  man  aus  einem 
Punkte  S,  welcher  ausserhalb  der  beiden  Gebilde,  aber  mit  zwei 
Punkten  A,  A3,  die  einander  entsprechen  sollen,  in  einer  und 
derelben  Geraden  liegt,  das  Gebilde  U2  auf  eine  Gerade  Uj,  wel- 
che die  Gerade  u  im  Punkte  A  und  die  Gcraile  n2  in  irgenil  ei- 
nem von  Aj  verschiedenen  Punkte  schneidet.  Da  nun  die  gera- 
den Gebilde  ui  ,  U2  projektivisch  auf  einander  bezogen  sind,  so 
ist  dieser  Fall  auf  i\en  vorigen,  nämlich  darauf  zurückgeführt,  die 
Gebilde  u,  ui  projektivisch  so  auf  einander  zu  beziehen,  dass 
den  Punkten  A,  B,  C  des  erstem  die  Punkte  A,  Bi ,  Ci  des 
letztern  entsprechen,  welche  von  den  Punkten  A2,  B2,  C^  die 
Projektionen  sind.  Gehen  die  drei  Geraden  AA2,  BB2,  C  C2 
durch  einen  und  denselben  Pimht  M,  so  muss  (109)  u  eine  Pro- 
jektion von  U2  aus  dem  P«mkte  iM  seyn. 

IlL  Sollen  zwei  gerade  Gebilile  u,  U3,  welche  in  einer  und 
derselben  Geraden  liegen ,  projektivisch  so  auf  einander  bezogen 
werden,  dass  den  Punkten  A,  B,  C  des  erstem  die  Punkte  A3, 
B3,  C3  des  letztern  entsprechen,  so  darf  man  nur,  um  diesen 
Fall  auf  II  zurückzuführen,  da^  Gebilde  U3  auf  irgend  eine  an- 
dere Gerade  U2  projiciren.  Ist  etwa  A  mit  A3  identisch,  so  kann 
man  diesen  Fall,  indem  man  die  Projcktionslinie  durch  den  Punkt 
A  legt,  sogleich  auf  I  zurückführen. 

IV.  Die  Fälle,  in  welchen  ein  gerades  Gebilde  und  ein  Bü- 
schel oder  zwei  Büschel  projektivisch  so  auf  einander  bezogen 
werden  pollen,  dass  drei  bestimmten  Elementen  des  einen  Gebil- 
des drei  bestimmte  Elemente  des  andern  entsprechen,  lassen  sich, 
da  für  jeden  Büschel  sein  Sfehnitt  mit  einer  Geraden  suhstituirt 
werden  bann,  auf  die  bereits  betrachteten  zurückführen. 


111.  Zwei  projektivische  ge- 
rade Gebilile  u,  U|,  welche  in 
einer  und  derselben  Geraden 
liegen  und  einen  Punkt  A  ent- 
sprechend gemein  haben,  kön- 
nen als  Projektionen    eines   und 


Zwei  projektivische  concentri- 
sche  Strahlenbüschel  S,  S|,  wel 
che  in  einerlei  Ebene  liegen  und 
einen  Strahl  a  entsprechentV  ge- 
mein haben,  können  als  Scheine 
von  zwei  geraden  Gebilden  be- 
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i^essclb<»n  tlrilten  gerailen  Ge- 
bilHe«  betrachtet  wenlen.  Pro- 
jicirt  man  nämlich  das  gerade 
Gebilde  ii  ans  irgend  einem  Punk- 
te M  und  das  gerntle  Gel>ilde  iii 
Hus  einem  andern  Punkte  Mj 
der  Geraden  M  A,  so  erhält  man 
zwei  zu  einander  projcktivische 
.Strahlenbiischel  ,  welche  den 
Strahl  M  Mj  entsprechend  ge- 
mein haben  und  also  ( 1 08 )  Scheine 
eine.i  un«!  demselben  dritten  Ge- 
bilde« U2  sind. 


♦rnchtct  werden,  welche  Schnttte 
eines  und  desselben  dritten  Bü' 
schels  sin<l.  Wird  nämlich  der 
Büschel  S  von  irgend  einer  Ge- 
raden V  und  der  Büschel  Si  von 
einer  andern  durch  den  Punkt 
a  V  gehenden  Geraden  vi  ge- 
schnitten, so  erhält  man  zwei 
zu  einancier  projektivische  ge- 
rade Gebilde,  welclie  den  Punkt 
vvi  entj«j>rechend  gemein  haben 
und  also  Schnitte  eines  und  des- 
selben  Strahlenbuschels  sind. 


Wenn  die  Gerade  U2,  welche  von  je  zwei  homologen  Strah- 
len MB,  Ml  Bi  der  Büschel  M,  Mi  in  einem  und  demselben 
Punkte  gesclinitten  wird,  nicht  durch  den  Punkt  A  geht,  so  ha- 
ben die  Gebilde  u,  ui  noch  einen  Punkt  enti*j>iechend  gemein. 
Sollen  also  zwei  in  einer  un<!  derselben  Geraden  befindliche  ge- 
rade Gebilde  (oder  zwei  concentrische  Strahlenbiischel ,  welche 
in  einerlei  Ebene  liegen,  o<ler  zwei  Ebenenbuschel ,  welche  eine 
gemeinschaftliche  Axe  haben)  projektivisch  so  aufeinander  bezogen 
werden,  «lass  sie  nur  ein  Element  A,  welches  gegeben  ist,  ent- 
sprechend gemein  haben,  so  kann  man  nur  noch  zu  einem  Ele- 
mente B  des  einen  Gebildes  das  homologe  Element  Bi  de»  an- 
dern  nach   Belieben  annehmen. 

In  104  wurde  noch  nicht  beachtet,  dass  projektlvische  geraile 
Gebilde  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen  können.  Zwei 
solche  Gebilde  heissen  perspektivisch  Iiegen<l,  wenn  wenigstens 
rin  Element  des  einen  mit  dem  homologen  Elemente  «les  andern 
zusammenfiillt.  Eben  so  heissen  zwei  Strahlenbüschel,  welche  con- 
centrisch  sind  und  zugleich  in  einerlei  Ebene  liegen,  so  wie  auch 
zwei  Ebenenbüschel ,  welche  eine  gemeinschaftliche  Axe  haben, 
perspektivisch  liegend,  wenn  sie  wenigsten»  ein  Element  entspre- 
chend  gemein   haben. 

112.  Aus  110  geht  hervor,  «b«ss  zwei  projektivische  gerade 
fiebiide,  wenn  sie  auch  nicht  Schnitte  eines  und  desselben  Strah- 
lenbüschels sind,  doch  als  das  erste  und  letale  von  drei  oder  vier 
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geraden  Gcbitdeu  betrachtet  wcrdtr»  küiiiieii,  von  wcJcheu  jede« 
folgeifde  eine  Projektion  des  vorhergehenden  aus  einem  Punkte  ist. 
Es  ist  hierdurch  nicht  nur  der  Ausdruck  „projeklivisch"  erklärt, 
sondern  zugleich  bewiesen,  dass  jeder  stetigen  Aufeinanderfolge 
von  Elementen  in  dem  einen  von  zwei  zu  einander  projektiv  »sc  heu 
einrürmigen  Gebilden  eine  stetige  AufeinanJerfolgc  von  Elementen 
im  andern  ent.«j)richt. 

Wenn  in  zwei  zu  einander  projektiv ischen  einförmigen  Gebd- 
<Jen  n,  uj  zwei  homologe  Elemente  sich  bewegen,  so  dass  sie 
«ämlith  innner  homologe  Elemenfe  bleiben,  so  muss ,  wenn  das 
eine  Element  das  Gebilde  n  beschreibt,  das  andere  das  Gebilde  U| 
beschreibe!».  Sind  u,  U|  zwei  in  einer  und  derselben  Geraden 
liegende  gerade  Gebilde  oder  zwei  conccntriseh«  Slrahleubiischel» 
welche  übcrdiess  in  einerlei  Ebene  liegen ,  oiler  zwei  Ebenenbü- 
schel, welche  eine  gemeinschaftliche  Axe  habeii,  so  sollen  sie  ein- 
stimmig- oder  entgegengesetzt -projektivisch  heissen,  je  nachdem 
zwei  sich  bewegende  homologe  Elemente  in  einem  und  dcmselheu 
Sinne  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  sich  bewegen.  Im  letztern 
Falle  haljen  die  Gebilde  offenbar  zwei  Elemente  entsprechend  ge- 
mein, durch  welche  je  zwei  homologe  Elemente  getrennt  sind. 
JJegt  ein  Stück  Aß  (eine  Strecke  AB  oder  ein  Winkel  AB)  de* 
Gebildes  u  in  dem  ihm  entsprechenden  Stiicke  Ai  Bi  des  Gebil- 
des U] ,  ohne  dass  eines  von  den  beiden  Elementen  A,  B  mit 
dem  ihm  entsprechenden  Elemente  zusammenfällt,  so  kann  mau 
ebenfalls  schliessen,  dass  die  Gebilde  zwei  Elemente  entsprechend 
gemein  haben ,  von  welchen  das  eine  in  dem  Stücke  A  B  und  das 
andere  in  dem  Stücke  Ax'Bi  liegt,  welches  dem  Stücke  A'B  ent- 
spricht. 

113.  Wenn  einem  Dreiecke  ein  anderes  einbeschrieben  ist, 
so  giebt  es  unendlich  viele  Dreiecke,  deren  jedes  in  das  letztere 
and  zugleich  um  das  crstere  beschrieben   ist. 

Bezieht  man  nämlich  (HO)  die  drei  geraden  Gebilde,  welche 
die  Seiten  des  letztem  Dreiecks  zu  Trägern  haben,  projektivisch 
so  aufeinander,  dass  sie  von  jeder  Seite  i\cs  erstem  Dreiecks  in 
homologen  Punkten  geschnitten  werden,  so  sind  je  drei  andere 
homolu|;e  Punkte  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks,  welches  in  dtts 
letsUerc  und  zugleich  (lOS)  uin  das  ersterc  beschrieben  ist. 
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114.   Wenn  die  n  Eckpunkte 
eines     ebenen  nEcks    in    festen 
Geraden  »ich    bewegen,    welche 
alle  durch   einen  und  denselben 
Punkt  S  gehen,   während  n  —  1 
Seiten  desselben  um  feste  Punkte 
sich  drehen,  so  dreht  sich   auch 
(lOS)   die  noch  übrige  Seite  um 
i^inen  festen  Punkt.     Die  n' Eck- 
punkte des   n  Ecks  bind  nämlich 
homologe  Punkte  von  n  zu  ein- 
ander    pn»jektivischen     geraden 
Gebilden,  welche   alle  den  Punkt 
S  entsprechend  gemein  haben. — 
Zwei    nicht    aufeinanderfolgende 
Eckpunkte  können  auch   in    ei- 
ner Geraden  sich  bewegen.   Be- 
wegen    sie     sich    aber    in    zwei 
Geraden,    so     dreht    sich    auch 
die    sie    verbindende    Diagonale 
um   einen  festen  Punkt. 


Wenn    in    einer    Ebene    die 
n  Seiten  eines  n  Ecks  um  feste 
Punkte  sich  drehen,  welche  alle 
in  einer  und  derselben  Geraden  u 
liegen,  während  n  —  1  Eckpunkte 
in  festen  Geraden  sich  bewegen, 
so  bewegt    sich    auch    der    noch 
übrige  Eckpunkt  in  einer  festen 
Geraden.    Die  Seiten  des  n  Ecks 
sind  nämlich  homologe  Strahlen 
von    n    zu    einander    projektivi- 
schen    Strahlenbüschcln,    welche 
alle    den    Strahl  u    entsprechend 
gemein    haben.   —      Zwei    nicht 
aufeinanderfolgende  Seiten   kön- 
nen auch  um   einen  Punkt  sich 
drehen.     Drehen    sie    sich    aber 
um  zwei  Punkte,  so  bewegt  sich 
I   auch    ihr  Schnittpunkt    in   einer 
festen  Geraden. 


Ein  besonderer  Fall  vom  Satze  rechter  Hund  ist: 

AVenn  die  Richtungen  der  vier  Seiten  eines  ebenen  Vierecks 
gegeben  sind,  und  drei  Eckpunkte  in  gegebenen  eigentlichen  Ge- 
raden liegen,  von  welchen  keine  mit  einer  von  den  beiden  Seiten, 
deren  Schnittpunkt  sie  enthält,  einerlei  Richtung  hat,  so  liegt 
auch  der  vierte  Eckpunkt  des  Vierecks  in  einer  gegebenen  Ge- 
raden. 

115.  Wenn  zwei  projeklivisch  gerade  Gebilde  u,  «i  nicht  in 
einerlei  Ebene  liegen,  so  erfüllen  die  Geraden  (V),  deren  jede 
ein  Paar  homologe  Punkte  verbindet,  eine  geschlossene  Regel- 
fläche R,  welche  auch  noch  von  einer  andern  Schaar  U  von  Ge- 
raden  erfüllt  wird. 

Jetle  Gerade  der  einen  Schaar  schneidet  jede  Gerade  tier 
andern  Schaar,  während  von  den  Geraden,  welche  einer  und  der- 
5clben  Schaar  angehören,  keine  zwei  sich  schneiden. 
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Jeder  Punkt,  welcher  in  einer 
Geraden  der  einen  Schaar  liegt, 
liegt  auch  in  einer  Geraden  der 
andern  Schaar. 


Jede  Ebene,  welche  durch  eine 
Gerade  der  einen  Schaar  geht, 
geht  auch  durch  eine  Gerade 
der  andern  Schaar. 


Es  seyen  t,  Vi ,  V2  drei  Gerade  der  Schaar  V.  Projicirt  man 
nun  die  geraden  Gebilde  u,  ui  aus  einer  Axe  U2,  welche  die  drei 
Geraden  v,  vi,  V2  schneidet,  so  erhält  man  zwei  zu  einander 
projektivische  Ebenenbüschel,  welche  die  drei  Ebenen  U2V,  U2Vj, 
U2V2  und  folglich  (106)  alle  ihre  Elemente  entsprechend  gemein 
haben,  daher  jede  Gerade  der  Schaar  V,  weil  die  homologen 
Punkte,  die  sie  verbindet,  mit  der  Geraden  U2  in  einerlei  Ebene 
liegen,  diese  Gerade  schneidet,  und  umgekehrt  jede  Gerade,  wel- 
che die  drei  Geraden  u,  ui,  U2  schneidet,  der  Schaar  V  ange- 
hört, mithin  jeder  Punkt  der  Geraden  U2  in  einer  Geraden  dieser 
Schaar  liegt.  Was  aber  so  eben  von  der  Geraden  U2  gesagt 
wurde,  gilt  von  jeder  Geraden,  welche  irgend  drei  Gerade  der 
Schaar  V  schneidet  (der  Schaar  U  angehört). 

Zwei  projektivische  Ebenenbüschel  u,  ui,  deren  Axcn  u,  \n 
nicht  in  einerlei  Ebene  liegen,  erzeugen  ebenfalls  eine  Regelfläche 
der  obigen  Art.  Jede  Gerade  nämlich,  in  welcher  ein  Paar  ho- 
mologe Ebenen  der  Büschel  sich  schneiden,  verbindet  auch  ein  Paar 
homologe  Punkte  der  geraden  Gebilde  n,  ui,  von  welchen  das 
erstere  ein  Schnitt  des  Büschels  ui  mit  der  Geraden  u  und  das 
letztere  'ein  Schnitt  des  Büschels  u  mit  der  Geraden   uj   ist. 

Anstatt  von  zwei  zu  einander  projektivischcn  Gebilden  aus- 
zugehen, kann  man  auch  drei  Gerade  u,  ui ,  U2  annehmen,  von 
welchen  keine  zwei  in  einerlei  Ebene  liegen.  Durch  jede  Gerade 
v,  welche  die  drei  angenommenen  Geraden  schneidet,  sind  drei 
Ebenen  vu,  v  ui ,  v  U2  nnd  drei  Punkte  vu,  vui,  v  U2  bestimmt. 
Nennt  man  nun  je  sechs  solche  Elemente  einander  entsprechend, 
80  hat  man  die  drei  Ebenenbüschel  u,  ui,  us  und  die  drei  gera- 
tien  Gebilden  u,  ui,  U2  projektivisch  aufeinander  bezogen. 

llö.  Werden  zwei  Gebilde  G,  Gi,  von  welchen  etwa  jedes 
nur  aus  einzelnen  Elementen  besteht,  projektivisch  genannt,  so 
heisst  diess  nicht  anderes,  als  dass  zwei  Grundgebilde  projektivisch 
80  aufeinander  bezogen  werden  können,  dass  dem  Gebilde  G  in 
dem  eiocii  das  Gebilde  Gi  im  andern  entspricht.     Ist  also  ABCD- 
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Ä  alicü,    80    ist    auch    BCDA    7^    DCDA,    ACDB    7^    acdb 

U.    f.    H. 

Zwei  einförmige  Gebilde,  deren  je<res  aus  drei  Elementen  be- 
sieht,   sind  (110)  immer   zu  einander  projektivisch.     Die  Aussage 
aber,     dass    zwei    einförmige    Gebilde   ABCDE...,    abcde..., 
deren   jedes    aus  n  Elementen    besteht,    zu    einander   projeklivisch 
sind,    vertritt,    da  durch  das  eine  Gebilde  und  drei  Elemente  des 
andern  auch   die  übrigen  Elemente  des  andern  bestimmt  sind,  die 
Stelle  Ton  n  —  3  von    cinaniler  unabhängigen  Aussagen,    in   deren 
jeder  nämlich  nur  vier  Elemente  des  einen  Gebildes  und  vier  Ele- 
mente des  undcrii  in   Betrachtung  kommen.     Ist  z.   B. 
1)  ABCD  Ä  abcd 
und  2)  ACDE  A  acde 
so  ist  auch        ABCDETvabcde 
mithin   auch      ABDE  a  ab  de 
BCDE  A  bcde 

U.    8.    W. 

Ist  ferner  3)  CDEF  A  cdef 
so  Ist  auch        ABCDEF  A  abcdef 
ADEF  A  adef 
u.   s.  w. 

117.  Alle  harmonischen  Gebilde  sind  (nach  110  und  103)  z« 
einander  projektivisch.  Und  wenn  das  eine  von  zwei  zu  einander 
projektivischen  einförmigen  Gebilden,  deren  jedes  aus  vier  Ele- 
menten besteht,  harmoiisch  ist,  so  ist  auch  das  andere  harmo- 
nisch. 

IIS.  Wenn  das  eine  von  zwei  zu  einander  projektivischen 
einförmigen  Gebilden  ABCD,  CBAD,  deren  jedes  aus  rier  Ele- 
menten besteht,  aus  dem  andern  durch  Vertauschung  zweier  Ele- 
mente hervorgeht,  so  sind  -diese  durch  die  beiden  übrigen  harmo- 
nisch getrennt. 

Es  sey  ABCD  ein  gerades  Gebilde  und  HKFD  seine  Pro- 
jektion auf  eine  andere  durch  den  Punkt  D  gehende  Gerade  aus 
einem  Punkte  G.  >Veim  nun  CBAD  A  ABCD  und  mithin  auch 
CBAD  A  HKFD  ist,  so  schneiden  sich  (108)  die  Geraden  CH, 
BK,  AF  in  einem  und  demselben  Punkte,  woraus  (93)  der  Salz 
folgt.     Bemerkt  wird  noch,    dass  (llti)  die  Aussagen:    ABCD  A 
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CBAl),  ACDD  7^  CABD,  BDAC  7^  BDCA  u.  s.  \x.  alle  mit 
einander  übereinstimmen. 

119.  Jedes  einförmige  Gebilde  ABCD,  welche?  aus  vief 
Elementen  besteht,  ist,  wenn  zwei  derselben,  so  wie  auch  die 
beidvn  ülrlgen  mit  einander  vertauscht  werden,  dieser  seiner 
PiTmutation  projektivisch. 

Es  sey  ABCD  ein  gerades  Gebilde,  EFGD  seine  Projek- 
tion auf  eine  andere  durch  den  Punkt  D  gehende  Gerade  aus 
einem  Punkte  M  und  N  der  Schnittpunkt  der  Geraden  MC, AF, 
80  ist  von  den  vier  Gebilden  ABCD,  EFGD,  MNGC,  BADC 
das  zweite  eine  Projektion  <les  ersten  aus  dem  Punkte  M,  das 
dritte  eine  Projektion  des  zweiten  aus  dem  Punkte  A  tmd  «las 
vierte  eine  Projektion  des  dritten  aus  dem  Punkte  F,  daher  auch 
ABCD  A  BADC  Ut,  Eben  so  wird  bewiesen,  dass  ABCD  A 
CDAB  Ä  DCBA  (oder  ACBD  ä  CADB  und  ADBC  7^ 
DACB)  ist. 

Ist  also  abcd  7^  ABCD,  so  ist  auch  abcd  ä  BADC  7^ 
CDAB  A  DCBA. 

120.  Wenn  zwei  projektivische  einförmige  Gebilde  MNAB, 
MNA,B  ,  deren  jedes  aus  vier  Elementen  besteht,  zwei  Ele- 
mente entsprechend  gemein  haben,  und  von  «len  vier  übrigen 
Elementen  zwei,  welche  weder  einander  entsprechen  noch  einem 
uud  demselben  von  den  beiden  Gebilden  angehören,  mit  einander 
vertauscht  werden,  io  entstehen  wieder  zwei  projektivische  Ge- 
bilde MNAA,,  MNBB,. 

Es  «eyen  MNAB,  MNA|B|  zwei  projektivische  gerade  Ge- 
bilde, so  sind  die  beiden  Strahlenbüschel,  von  welchen  der  eine 
das  gerade  Gebilde  MNAB  aus  einem  Punkte  S  und  der  andere 
das  gerade  Gebild  MNA|B|  aus  einem  andern  Punkte  Sj  der 
Geraden  MS  projicirt,  Scheine  eines  und  desselben  dritten  gera- 
den Gebildes  M2NA2B1.  Bemerkt  man  nun,  dass  die  Gebilde 
MNAAi,  MNBB,  Projektionen  des  Gebildes  MM2SS]  aus  deo 
Punkten  Aj,  B2  sind,  so  folgt  der  Satz. 

Liegen  die  Punkte  A,  A|  in  der  Strecke  MN,  «'ie  Punkte 
B,  B|  aber  in  der  Strecke  M*N,  so  muss,  wenn  in  der  erstem 
Strecke  auf  den  Punkt  A  der  Punkt  A-  folgt,  in  der  letztern 
auf  den  Punkt  B    der  Punkt  B|  oder,   was  dasselbe   ist^    iu   der 
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Strecke  NM  auf  c!en  Punkt  Bi  der  Punkt  B  folgen.  Es  sind 
alsdann  MANB,  MAiNBi  homologe  Gebilde  von  zwei  einstim- 
mig-perspektivischen, hingegen  MAAiN,  M  B  Bi  N  homologe 
Gebilde  von  zwei  entgegengesetzt  -  perspektifischen  Grundge- 
bilden. 


§.     10. 

Projektivische    Verwandtschaft    zwischen    Grundgebilden    der    EweiteQ 
Stnfe  und  zwischen  räumlichen  Systemen. 

121.     Zwei  Grundgebilde   der    zweiten  Stufe  oder  auch  zwei 

,    .  l  collineär/  .  /.  •        i 

räumliche  Systeme   heissen    {  ,  >,    wenn    sie   so  aufeinantler 

^  /reciproK\ 

bezogen  sind ,    dass    je   zwei    ungleichartigen  Elementen  P,  q    ^*i% 

einen   Systems,  von   welchen  das  erstere  P  im  letztern   liegt,   zwei 

ungleichartige  Elemente  Pi ,  qi  des  andern  entsprechen,    von  wel- 

^      (ebenfalls  im  letztern   liegt/        ,_,  , 

chen    das    erstere    Pi  ,       .     ,      ,  ,  ,  ,,      •      Wenn    also 

/    durch  das  letzlere  geht    ) 

den  Elementen  A,  B  des  einen  Systems  die  Elemente  Ai,  Bi  des 
andern  entsprechen,  und  durch  die  beiden  erstem  Elemente  ein 
drittes  Element  AB  bestimmt  ist,  so  muss  auch  durch  die  Ele- 
mente Ai,  Bi  ein  Element  Ai  Bi  bestimmt  seyn,  welches  dem 
Elemente  A  B  entspricht. 

Zwei  Systeme,  welche  einem  und  demselben  dritten  reciprok 
sind,  sind  unter  sich  colliueär,  daher  in  der  Betrachtung  von  re- 
cipruken  Systemen  die  Betrachtung  von  collineären  Systemen,  wenn 
nicht  auf  eine  besondere  Lage  derselben  Rücksicht  genommen 
wird,  begridcn  ist.  Handelt  es  sich  nur  von  Grundgebilden  dir 
zweiten  Stufe,  so  kann  mau,  wenn  ihre  Lnge  zu  einander  nicht 
in  Betrachtung  kommt,  für  jeden  Büschel  irgend  einen  Schnitt 
desselben  substituiren,  damit  mau  es  nur  mit  ebenen  Syslemen  zu 
thun  habe. 

In  zwei  reciproken  ebenen  Systemen  entspricht  jedem  gera- 
den Gebilde  ein  Strahlenbiischel ,  jedem  volUtüudigen  nEcke  ein 
vollständiges  nSeit  u.  s.  w.  In  zwei  reciproken  räumlichen  Sy- 
slcuicu  entspricht    jedem   geraden  Gebilde   ein   EbenenbQschel,    je- 
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dem  Strahlenbuschel  ein  Strahlenbüschcl,  jc<lem  ebenen  Systeme 
eia  ihm  reciprokcr  Sirahlenbündel,  jedem  vollständigen  ebenen 
n  Ecke  ein  vollständiges  nScit  im  Strahlenbundcl,  jedem  vollstän- 
digen ebenen  n  Seite  ein  vollständiges  n  Kant  u.  s.  w. 

122.  Zv^ei  Systeme,  welche  entweder  collineär  oder  reciprok 
sind,  heissen  auch  zu  einander  projcktivisch,  weil  in  beitlen 
Fällen  jedem  harmonischen  Gebilde  in  dem  einen  Systeme  ein 
harmonisches  Gebilde  im  andern  entspricht,  und  also  (103)  je 
zwei  homologe  einförmige  Gebilde  zu  einander  projektivisch  sind. 
So  entspricht  z.  B.  in  zwei  rcciproken  ebenen  Systemen  jedem 
harmonischen  geraden  Gebilde  AB  CD  ein  harmonischer  Strahlen- 
büschel A,  B,C|D|,  da  jedem  vollständigen  Vierecke,  von  wel- 
chem ein  Paar  Gegenseiten  im  Punkte  A,  ein  Paar  Gegenseiten 
im  Punkte  C  sich  schneiden,  eine  Seite  durch  den  Punkt  B  und 
eine  Seite  durch  den  Punkt  D  geht,  ein  vollständiges  Vierseit 
entspricht,  von  welchem  jede  der  Geraden  A|,  C,  ein  Paar  Ge- 
genpunkte, jede  der  Geraden  Bi,  Vi  aber  einen  der  übrigen 
Eckpunkte  enthält. 

Jn  zwei  reciproken  ebenen  Systemen  entspricht  jeder  Strecke 
AB  ein  Winkel  A,  B, ,  jeder  Geraden,  welche  die  Strecke  AB 
schneidet,  ein  Punkt,  welcher  in  dem  Winkel  A|B|  liegt,  u.  s.  w. 
In  zwei  reciproken  räumlichen  Systemen  entspricht  jeder  Strecke 
AB  ein  Flächenwinkel  A,B,,  jeder  Ebene,  welche  die  Strecke 
AB  schneidet,  ein  Punkt,  welcher  in,  dem  Fläckcnwinkel  AiBi 
liegt,  jedem  ebenen  Winkel,  welcher  die  Strecke  AB  projicirt, 
ein  ebener  Winkel,  welcher  von  dem  Flächenwinkel  Ai  Bi  ein 
Schnitt  ist,  u.  s.  w. 

Haben  zwei  projektivische  Systeme  drei  Elemente  eines  und 
desselben  einförmigen  Gebildes  entsprechend  gemein,  so  haben  sie 
(106)  alle  Elemente  desselben  entsprechend  geraein. 

123.  Wenn  zwei  collineäre  Grundgebilde  der  zweiten  Stufe 
vier  gleichartige  Elemente,  von  welchen  keine  drei  einem  und 
demselben  einförmigen  Grundgebilde  angehören,  entsprechend  ge- 
mein haben,  so  haben  sie  alle  ihre  Elemente  entsprechend  gemein. 
Haben  z.  B.  zwei  collineäre  ebene  Systeme  die  vier  Eckpunkte 
und  also  auch  (121)  die  sechs  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks 
entsprechend   gemein,   so   haben   sie   (122)  jede   Gerade,   welche 
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durch  einen  Eckpunkt  des  Vierecks  geht,  und  mithin  fe<)en  Punkt 
(Schnittpunkt  von  zwei  solchen  Geraden)  entsprechend  gemein. 
Ei  gehört  hieher  auch  noch  folgender  Satz: 

Wenn  ein  ebenes  S>«tem  einein  Strahlenb5ndel  coUineär  ist, 
und  vier  gleichartige  Elemente  des  erstem  Systems,  von  welchen 
keine  drei  einem  und  demselben  einförmigen  Grundgebilde  ange- 
hören, in  den  homologen  Elementen  des  letztern  liefen,  so  ist 
dus  ebene  System  ein   Schnitt  des  Strahlenbundcls. 

124.  Wenn  zwei  coUincäre  räumliche  Systeme  vier  gleichar- 
tige Elemente,  von  welchen  keine  drei  einem  und  demselben  ein- 
förmigen Gniiidgebilde,  welche  aber  alle  vier  einem  und  demsel- 
ben Grundgebilde  der  zweiten  Stufe  angehören,  entsprechend  ge- 
mein haben,  so  haben  sie  (123)  alle  Elemente  dieses  Gebildes 
entsprechend  geuieiu.  Haben  zwei  colliueäre  Systeme  fünf  Funkte, 
von  welchen  keine  vier  in  einerlei  Ebene  liegen,  oder  fünf  Ebe- 
nen, von  welchen  keine  vier  durch  einen  und  denselben  Punkt 
g«.hen,  entsprechend  gemein,  so  haben  sie  alle  Elemente  entspre- 
chend gemein.  Die  beiden  Systeme  haben  näudich,  um  nur  den 
einen  Fall  zn  betrachten,  jc«le  Gerade,  welche  zwei  der  fünf 
Punkte  verbindet,  mithin  nach  dem  erstem  Satze  auch  jede  Ge- 
rade, welche  durch  einen  der  fünf  Punkte  geht,  und  folglich  je- 
den Punkt  (^Schnittpunkt  von  solchen  Geraden)  entsprechend 
gemein. 

125.  Zwei  coUineäre  Systeme  können  uberdiess  perspektivisch 
liegen.     Es  hcissen  nämlich  zu  einander  per.^pektivisch: 

a)  ein  ebenes  System  und  ein  Strahlcnbündel,  wenn  das  erstere 
System  ein   Schnitt  des  letztern  ist. 

b)  Zwei  ebene  Systeme,  welche  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen, 
wenn  sie  Schnitte    eines  und  desselben  Strahlenbündels  sind. 

c)  Zwei  in  einerlei  Ebene  liegende  collineäre  Systeme,  wenn  sie 
ein  geratles  Gebilde  und  einen  Strahlenbüschel  (alle  Ele- 
mente iliescr  Gebilde)  entsprechend  gemein  haben. 

d)  Zwei  nicht  concenlrische  Strahlenbündel,  wenn  sie  Scheine 
eines  und  desselben  ebenen  Systems  sind. 

e)  Zwei  collineäre  concenlriache  Strahlenbündel,  wenn  sie  einen 
StraUlenbüschel  uud  einen  Ebcneubüächel  enl:<prccheud  ge- 
mein haben. 


C3 


f)  Zwei  collinearc  räumliche  Systrinc,  wenn  »ic  ein  ebenes  Sy- 
stem und   einen  Strahlenl>i*;n(lei  entsprechend  gemein  haben. 
Ans  diesen   Erklärungen  folgt,    dass    in    zwei  pcrspclctivischen 
Systemen  je  zwei  homologe  einförmige  Gebilde  und    in    zwei   per- 
spektivischen raumlichen  Systemen  auch  je  zwei  homologe  Grund- 
gebild*»  der  zweiten  Stufe  zu  einander  perspektivisch  sind. 


126^  Wenn  zwei  collinearc 
ebene  Systeme,  welche  nicht  in 
einerlei  Ebene  liegen,  drei  Punkte 
und  folglich  (122)  alle  Punkte 
ihrer  Schnittlinie  entsprechend 
gemein  b<d)en,  so  sind  sie 
Schnitte  eines  und  desselben 
Strahlenbündds.  Da  nämlich 
(68)  von  den  Geraden,  deren 
jede  ein  Paar  homologe  Punkte 
verbindet,  je  zwei  sich  schnei- 
den, so  gehen  (09)  alle  durch 
einen  und  denselben  Punkt. 

127.  Projiciri  inaa  ein  ebejies 
System  aus  zwei  Punkten  auf 
eine  und  diesell>e  andere  Ebene, 
80  erhält  man  zwei  persj^ckti- 
▼ische  djene  Systeme,  welche 
in  einerlei  Ebene  liegen.  Die 
drei  Systeoac  haben  ein  gerades 
Gebilde,  die  beiden  letztern 
auch  noch  den  Strahleal^üschel 
entsprechend  gemein ,  dessen 
Mittelpunkt  mit  den  beiden  Pro- 
jeklionspunkten  in  einer  oad 
«ierselben  Geraden  liegt. 


Wenn  zwei  colliucare  nicht 
concentrische  Slrahlenbündel  drei 
Ebenen  und  folglich  alle  Ebe- 
nen, welche  beiden  angehören, 
entsprechend  gemein  haben,  so 
sind  sie  Scheine  eines  und  des- 
selben ebenen  Systems.  Da 
nämlich  von  den  Geraden,  in 
deren  jeder  ein  Paar  homologe 
Ebenen  sich  schneiden,  je  zwei 
in  einerlei  Ebene  liegen,  so 
liegen  alle  in  einer  und  dersel- 
ben  Ebene, 

Projicirt  man  zwei  ebene  Sy- 
steme, welche  Schnitte  eines 
und  desselben  StrahlenbQndels 
sind,  aus  einem  und  demselben 
andern  Punkte,*  so  erhält  man 
zwei  perspektivische  Strahlen- 
bündel ,  welche  concentrisch 
sind.  Die  drei  Ri'mdel  haben 
einen  Ebcnenbüschd,  die  beiden 
letztern  auch  noch  den  Strah- 
lenbüschel  entsprechend  geraein, 
welcher  die  Schnittlinie  der  bei- 
den ebenen  Systeme  projicirt. 


128.     Zwei    io    einerlei    Ebene   liegende    collinearc   Systeme, 
^elch« 


«in    gerades    Gebilde     entspre- 
chend    gemein     haben,     haben 


einen  Strahlenbuschel  S  entspre- 
chend    gemein     haben,     haben 


auch  einen  StraUlenbüschei  ent-  |  auch   ein  gerade«   Gebilde   ent- 
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»prcchcnJ  gemein.  —  Proji- 
clrt  man  nämlich  das  eine  Sy- 
stem auf  eine  andere  durch  die 
Gerade  u  gehende  Ebene,  so 
erhält  man  ein  drittes  System, 
von  welchem  (I2G)  auch  das 
zweite  eine  Projektion  ist,  wor- 
aus  (127)  der  Satz  folgt. 


•prccbend  gemein.  —  Projicirt 
man  nämlich  das  eine  System 
aus  irgend  einem  Punkte  M  und  « 
das  andere  aus  einem  andern 
Punkte  der  Geraden  SM,  so 
erhält  man  (120)  zwei  Strah- 
lenbündel, welche  Scheine  eines 
und  desselben  dritten  ebenen 
Systems  sind,  woraus  (127)  der 
Satz   folgt. 

Aus  diesen  Beweisen  und  dem  vorigen  Satze  geht  hervor, 
dass  die  Erklärung   125,  c  mit  der  in  SO  übereinstimmt. 

Haben  zwei  coUincäre  concentrische  Strahlenbündel  einen 
Slrahlrnbüschcl  entsprechend  gemein ,  so  haben  sie  auch  einen 
Ebencubüschel  entsprechend   gemein;  und   umgekehrt. 

121).  A\  ill  man  zwei  Grundgebilde  der  zweiten  Stufe  pro- 
jektivisch  aufeinander  beziehen,  so  darf  man  nur  auf  zwei  einför- 
mige Grundgcbilde  A,  B  des  einen,  welche  ein  Element  AB  ge- 
mein haben,  zwei  einförmige  Grundgebilde  Ai,  Bi  des  andern, 
welche  ebenfalls  ein  Element  A»  Bi  gemein  haben,  pr(»jektivisth 
so  beziehen,  dass  das  gemeinschaftliche  Element  AiBi  der  bei- 
den letztern  Gebilde  als  Element  eines  jeden  dem  gemeinschaft- 
lichen  Elemente  der  beiden  erstem  entspricht. 

I.  Sollen  zwei  ebene  Systeme  U,  U|  reciprok  aufeinander 
bezogen  werden,  so  darf  man  nur  auf  zwei  Strahlenbüschel  A,  B 
des  einen  zwei  gerade  Gebilde  A|,  Bi  des  andern  projeklivisch 
so  beziehen,  dass  der  Schnittpunkt  A|ß|  der  beiden  geradrjn 
Gebilde  als  Punkt  eines  jeden  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  A  B 
der  beiden  Büschel  entspricht.  Jedem  Punkte,  in  welchem  ein 
Strahl  des  Büschels  A  von  einem  Strahle  des  Büschels  B  ge- 
schnitten wird,  entspricht  eine  Gerade,  deren  Spuren  in  den  Ge- 
raden Ai,  B|  jenen  Strahlen  entsprechen.  Jedem  geraden  Ge-' 
bilde  8,  welches  entweder  ein  Schnitt  des  Büschels  A  mit  einer 
durch  den  Punkt  B  gehenden  Geraden  oder  ein  Schnitt  des  Bü- 
schels B  mit  einer  durch  den  Punkt  A  gehenden  Geraden  oder 
ein  gemeinschaftlicher  Schnitt  von  beiden  ist,  entspricht  ein  Strah- 
lenbüichel  s^,    welcher  im  ersten  Falle  das  gerade' Gebilde  Ai  aus 
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ernem  Punkte  der  Geraden  Bi ,  im  »weiten  das  geriulc  Gebilde 
hi  ans  einem  Punkte  der  Geraden  Ai,  im  dritten  aber  (108)  dap 
eine  von  diesen  Gebilden  auf  das  andere  projicirt.  Im  letzten 
Falle  sind  nämlich  durch  die  Gerade  s  die  beiden  Biischcl  A,  B 
und  dadurch  auch  die  geraden  Gebilde  Ai,  Bi  projcktivisch  so 
nuf  einander  bezogen,  dass  ihr  gemeinschaftliclics  Element  sich 
selbst  entspricht.  Schneiden  zwei  G'crade  s,  t  des  Systems  U  die 
Gerade  A  B  in  einem  und  demselben  Punkte,  so  liegen  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  si,  ti  des  Systems  Uj  mit  dem  Punkte 
Ai  Bi  in  einer  und  derselben  Geraden,  >%eil,  nenn  diess  nicht 
der  Fall  wäre,  die  Gerade  sj  ti  einem  Punkte  st  ausserhalb  iWr 
Geraden  A  B  entsprechen  würde.  Es  ist  hiernach  auch  jedem 
Punkte  in  der  Geraden  AB  eine  durch  den  Punkt  Aj  B|  geheude 
Gerade  zugewiesen. 

II.  Sollen  zwei  ebene  Systeme  collineär  aufeinander  bezogen 
werden,  so  muss  man  entweder  auf  zwei  Strahlenbüschel  A,  B 
de»  einen  zwei  Strahlenbüschei  Ai ,  Bj  des  andern  oder  auf  zwei 
gerade  Gebilde  A,  B  des  einen  zwei  gerade  Gebilde  Ai,  Bi  des 
andern  projektivisch  so  beziehen ,  dass  das  gemeinschaftliche  Ele- 
ment der  Gebilde  Aj ,  B|  als  Element  eines  jeden  dem  geraein- 
fichaülichen  Elemente  der  Gebilde  A,  B  entspricht.  Im  erstem 
Falle  entspricht  jedem  Punkte,  in  welchem  ein  Strahl  des  Büschel« 
A  und  ein  Strahl  des  Büschels  B  sich  schneiden,  ein  Punkt,  in 
welchem  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  der  Büschel  A| ,  Bi 
sich  schneiden,  u.  «.  w.  Im  letztern  Fülle  entspricht  jeder  Gera- 
den, welche  die  geraden  Gebilde  A  ,  B  in  zwei  Punkten  schnei- 
det, eine  Gerade,  welche  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
der  Gebilde  Ai,  Bi  bestimmt  ist,  u.  s.  w. 

III.  Wdl  man  ein  ebenes  System  und  einen  Strahlenbündel 
reciprok  aufeinander  beziehen,  so  wird  man  entweder  auf  zwei 
Strahlenbüschel  A,  B  des  erstem  Systems  zwei  Strahlenbüschei 
Ai,  Bi  des  letztern  oder  auf  zwei  gerade  Gebilde  A,  B  des  er- 
stem zwei  Ebenenbüschel  Ai,  Bi  des  letztern  projektivisch  so  be- 
ziehen, dass  das  gemeinschaftliche  Element  Ai  Bi  der  Gebilde 
A|,  Bi  als  Element  eines  jeden  dem  gemeinschaftlichen  Elemente 
AB  der  Gebilde  A,  B  entspricht.  Im  erstem  Falle  entspricht 
jedem  Punkte,    in   welchem   ein   Strahl    des   Buscheis   A    und   ein 
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Strahl  de»  Büschel*  B  »ich  ichneiilen,  eine  Ebene,  «leren  Spuren 
in  den  Ebenen  Ai,  Bi  jeueu  Punkten  entsprechen,  u.  s.  w.  Im 
letztem  Falle  entspricht  jetler  Gcrsulen,  welche  die  gera<len  Ge- 
bilde A,  B  in  zwei  Punkten  schneidet,  ein  Strahl,  in  welchen» 
ilie  diesen  Punkten  entsprechenden  Ebenen  der  Büschel  Ai,  Bi 
sich  schneiden ,  u.   s.  w. 

In  dem  obigen  allgemeinen  Satze  sind  noch  drei  Sätze  IV, 
V,  VI  enthalten,  von  welchen  der  eine  von  einem  ebenen  Systeme 
und  einem  ihm  collineären  Strahlenbündel,  der  andere  von  zwei  reci- 
proken  und  der  dritte  von  zwei  coHineären  Strahlenbündeln  handelt. 

130.  Will  man  zwei  Grundgebilde  der  zweiten  Stufe  pro- 
jektivisch  aufeinander  beziehen,  so  kann  man  zu  vier  gleichartigen 
Elementen  A,  B,  C,  D  des  einen,  von  welchen  keine  drei  einen» 
und  demselben  einförmigen  Grundgebilde  angehören,  vier  solche 
Elemente  Ai,  Bi ,  Ci,  Di  im  cnderu ,  welche  jenen  entsprechen 
sollen,  nach  Belieben  annehmen,  wodurch  aber  alsdann  jedem 
Elemente  des  einen  Systems  ein  Element  des  andern  zugewie- 
sen  ist. 

Um  sich  hievon  zu  überzeugen,  <larf  man  nur  bemerken,  das» 
auf  die  einförmigen  Gebilde  A,  B  die  einförmigen  Gebilde  Ai,  Bi 
projektivisch  so  bezogen  werden  können  und  müssen ,  dass  den 
Elementen  AB,  AC,  AD  des  Gebildes  A  die  Elemente  Ai  Bi, 
AiCi,  AiDi  des  Gebildes  Ai  und  den  Elementen  BA,  BC,  BD 
des  Gebildes  B  die  Elemente  BiAi,  BiCi,  Bi  Di  des  Gebildes 
Bi   entsprechen. 

Ein  vollständiges  ebenes  Viereck  und  ein  vollständige»  Vier- 
»eit  sind  hiernach  immer  reciprok.  In  der  Aussage,  dass  ein 
vollständiges  ebenes  nEck  uud  ein  vollständiges  nSeit,  welche 
auleinander  bezogen  sind,  reciprok  seyen ,  sind  (116)  2  (n  -  4) 
von  einander  unabhängige  einfache  Aussagen  enthalten.  Es  müs- 
sen nämlich  zwei  Strahleubüschel,  deren  jeder  aus  n —  1  Seiten 
des  nEcks  besteht,  den  ihnen  entsprechenden  geraden  Gebilden, 
deren  jedes   aus  n  Eckpunkten  des  nSeits  besteht,  projektivisch  seyn. 

131.  ^Vi!l  man  zwei  in  einerlei  Ebene  liegende  Systeme  per- 
spektivisch so  aufeinander  beziehen,  dass  sie  einen  gegebenen 
Strahlenbü>chel  S  und  ein  gegebenes  gerades  Gebilde  u  entspre- 
chend g'^-meiu  haben ,     so    kann   man    noch    in    einem  Strahle    des 
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nüschrls  S  zu  einem  Punkte  A  des  einen  Systems  den  homolo- 
gen Punkt  Ai  des  andern  nach  Belleben  annehmen.  Wenn  man 
nämlich  jc<len  Strahl  des  Büschels  S  sich  selbst  entsprechend 
nennt,  die  Strahlenbuschel  A,  Ai  aber  als  Scheine  des  geraden 
Gebildes  u  betrachtet,  so  hat  man  auf  zwei  Strahlenbuschel  S,  A 
des  einen  Systems  zwei  Strahlenbuschel  S,  Ai  des  andern  pro- 
j<ktivisch  so  bezogen,  dass  der  gemeinschaftliche  Strahl  der  bei- 
den letztem  als  Strahl  eines  jeden  dem  gemeinschaftlichen  Strahle 
der  beiden  erstem  entspricht.    . 

Der  Punkt  S,  welcher  mit  je  zwei  homologen  Punkten  in 
einer  und  derselben  Geraden  liegt,  kann  das  (perspektivische) 
Projectinnscentrum,  die  Gerade  «  aber,  welche  von  je  zwei  ho- 
mologen Geraden  in  einem  und  demselben  Punkte  geschnitten 
wird,  die  (perspektivische)  Spurlinie  der  beiden  Systeme  genannt 
werden, 

132.  Um  zwei  räumliche  Systeme  ^,  ^i  reciprok  aufein- 
ander zu  beziehen,  darf  man  nur  irgend  eine  von  folgenden 
drei  Vcrfahrungsarten  anwenden,  die  sich  jedoch  nicht  wesentlich 
von  einander  unterscheiden: 

I.  Man  beziehe  auf  drei  Ebenenbiischel  a,  b,  c,  deren 
Axen  die  Seiten  eines  Dreiecks  sind,  drei  gerade  Gebilde  ai,  bj, 
ci,  deren  Träger  die  Kanten  eines  Dreikants  sind,  projcktivisch 
so,  dass  der  Schnittpunkt  der  drei  letztem  Gebilde  als  Punkt 
eines  jeden  der  gemeinschaftlichen  Ebene  der  drei  erstem  und 
also  jedem  Punkte,  in  welchem  eine  Ebene  des  Büschels  a,  eine 
Ebene  des  Büschels  b  und  eine  Ebene  des  Büschels  c  sich  schnei- 
den, eine  Ebene  entspricht,  deren  Spuren  in  den  Geraden  ai, 
bi,  Ci  jenen  Ebenen  entsprechen. 

II.  Man  beziehe  auf  einen  Strahlenbundel  A  und  einen  ausserhalb 
desselben  befindlichen  Ebenenbüschel  a  ein  ebenes  System  Ai  und 
ein  ausserhalb  desselben  befindliches  gerades  Gebildes  ai  projcktivisch 
80,  dass  der  Schnittpunkt  der  beiden  letzten  Gebilde  als  Punkt 
eines  jeden  der  gemeinschaftlichen  Ebene  der  beiden  erstem  und 
also  jedem  Punkte,  in  welchem  ein  Strahl  des  Bün<lels  A  von 
einer  Ebene  des  Büschels  a  geschnitten  wird,  eine  Ebene  ent- 
spricht, deren  Spuren  in  der  Ebene  Ai  und  in  der  Geraden  ai 
jenen  Elementen  entsprechen, 
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ITl.  Man  beiiehc  auf  zwei  Strahlcnbnn(1el  A,  l^  zwei  ebene 
STStcmc  Ai,  Bi  projektiviscb  »o,  dass  jeder  gemeinschaftlicben 
E»)ene  <ier  beiden  erstem  Systeme,  man  mag  sie  als  Ebene  des 
einen  oder  als  Ebene  des  andern  betracbten ,  ein  und  derselbe 
peincinschaflliche  Punkt  der  beiden  letztern  und  also  jedem 
Punkte,  in  welchem  ein  Strahl  des  Bündels  A  und  ein  Strahl 
des  Bündels  B  sich  schneiden,  eine  Ebene  entspricht,  deren 
Spuren  in  den  Ebenen  Ai,  Bi  jenen  Strahlen  entsprechen.  Es 
rntspricht  alsdann  ferner  jedem  ebenen  Systeme  U,  welches  ent- 
weder ein  Schnitt  des  Strablenbündels  A  mit  einer  durch  den 
Punkt  B  gehenden  Ebene  oder  ein  Schnitt  des  Strahlenbündels  B 
mit  einer  durch  den  Punkt  A  gehenden  Ebene  otler  ein  gemein- 
^chafllicher  Schnitt  von  beiden  ist,  ein  Stralilcnbüudel  Ui,  welcher 
im  ersten  Falle  das  ebene  System  Ai  aus  einem  Punkte  der 
l'.bene  Bi,  im  zweiten  das  ebene  System  B|  aus  einem  Punkte 
der  Ebene  Ai  und  im  dritten  (126)  das  eine  von  diesen  beiden 
Systemen  auf  das  amlere  projicir»,  da  in  «liesem  Falle  durch  die 
Ebene  U  die  beiden  Strahlenbündel  A,  B  und  dadurch  auch  die 
1)eiden  ebenen  Systeme  Ai,  Bi  collineär  so  aufeinander  bezogen 
sind,  dass  sie  je<les  gemeinschaftliche  Element  entsprechend  ge- 
mein haben.  Schneiden  zwei  Ebenen  U,  V  die  Geracle  AB  in 
einem  und  demselben  Punkte  P  oder,  was  dasselbe  ist,  eine 
durch  die  Gerade  AB  gehende  Ebene  R  in  einer  und  derselben 
Gernden,  so  gehen  alle  Ebenen,  welche  die  den  ebenen  Syste- 
men U ,  V  entsprechenden  Stralilcubündel  Ui ,  Vi  mit  einander 
gemein  haben,  durch  einen  und  denselben  Punkt  Ri  der  Geraden 
AiBi,  woraus  man  schliessen  kann,  dass  die  beiden  Punkte  Uj, 
\i,  mit  der  Geraden  AiBj  in  einerlei  Ebene  Pl  liegen.  Es  ist 
hiernach  :uich  jedem  Punkte  P  in  der  Geraden  A  B  eine  durch 
die  Gerade  AiBi  gehende  Ebene  Pi  zugewiesen. 

Da  nach  120  ein  Strahlenbündel  A  und  ein  ebenes  System 
Ai  reciprok  aufeinander  bezogt  n  sind,  wenn  auf  zwei  Ebenen- 
büschel b,  c  d»s  erstem  Systems  zwei  Gebilde  b] ,  ci  des  letz- 
tern projekti\isch  so  bezogen  sind,  dass  «1er  Schnittpunkt  dieser 
Geraden  als  Punkt  einer  jeden  der  gemeinschaftlichen  Ebene  der 
]M'iden  Büschel  entspricht,  so  sind  in  jedem  der  drei  obigen  Ver- 
fahrungsarten,  aus  welchen  von  selbst  hervorgeht,  wie  man  räum- 


liehe   Systeme    collineär    aufeinander    beziehen    kann,    die    beiden 
übrigen  enthalten. 

133.  Will  man  zwei  räumliche  Systeme  reciprok  aufeinander 
bezieben,  so  kann  man  zu  fünf  Punkten  A,  B,  C,  D,  E  de« 
einen,  von  welchen  keine  vier  in  einerlei  Ebene  liegen,  fünf  Ebe- 
nen Ai,  Bi,  Ci ,  Vi,  Ei  des  andern,  von  welchen  keine  vier 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  nach  Belieben  annehmen, 
wodurch  aber  alsdann  jedem  Elemente  des  einen  Systems  ein  Ele- 
ment des  andesn  zugewiesen  ist.  Man  kann  und  muss  nämlich 
auf  den  Strahlenbündel  A  das  ebene  System  Ai  projcktivisch  so 
beziehen,  dass  den  Strahlen  AB,  AC,  AD,  AE  die  Geraden 
A]Bi,  AiCi,  AiÜi,  AiEi  entsprechen.  Ferner  können  und 
müssen  der  Ebenenbüschel  B  C  (dessen  Axe  die  Gerade  B  C  ist) 
und  das  gerade  Gebilde  Bj  Cj  projektivisch  so  aufeinander  be- 
zogen werden,  dass  den  Ebenen  BCA,  BCD,  BCE  die  Punkte 
BjCiAi,  B|CiDi,  BiCiEi  entsprechen,  woraus  (132)  der  Sata 
folgt. 

Solleu  zwei  räumliche  Systeme  coUinear  aufeinander  bezogen 
werden,  so  kann  raun  entweder  zu  fünf  Punkten  des  einen,  von 
welchen  keine  vier  in  einerlei  Ebene  liegen,  fünf  solche  Punkte 
des  andern,  oder  zu  fünf  Ebenen  des  einen,  von  weichen  keine 
vier  durch  «inen  und  denselben  Punkt  gehen,  fünf  solche  Ebenen 
des  andern  nach  Belieben  annehmen,  wodurch  aber  alsdann  jedem 
Elemente  des  einen  Systems  ein  Element  des  andern  zugewien  ist. 
Ein  vollständiges  räumliches  Fünfeck  und  ein  vullstäodigcs 
Fünfflach  sind  nach  dem  Obigen  immer  reciprok.  In  der  Aus- 
sage, dass  ein  vollständiges  rämnliches  n£ck  und  ein  vollstäudi* 
ges  n Flach,  welche  aufeinander  bezogen  sind,  reciprok  seyen, 
sind  3(n — 5)  von  einander  unabhängige  einfuche  Aussagen  entj 
halten.  Es  ist  nämlich  erforderlich,  aber  auch  hinreichend,  dass 
drei  Ebenenbüschel,  welche  eine  Ebene  mit  einander  gemein  ha- 
ben, und  von  welchen  jeder  aus  n— 2  Flächen  des  vollständigeo 
tiEcks  besteht,  den  ihnen  entsprechenden  geraden  Gebilden,  von 
welchen  jedes  aus  n  —  2  Eckpunkten  des  voUständigcii  n  filacbt 
besteht,  projektivisch  sind. 

134.     Zwei  coUineäre  räumliche  Systeme,  welche 
tin  ebenes  Systen  V   entspre-  |  einen  Strablenböadel  S  entspre- 


v> 


chend  gemein  haben,  haben  auch 
einen  Strahlenbündel  entspre- 
chend gemein. 

Die  Ebene  U  wird  von  je  twei 
homologen  Ebenen  in  einer  und 
tiersciben  Geraden  und  von  je 
zwei  homologen  Geraden  in  ei- 
nem und  demselben  Punkte  ge- 
»thnitten,  daher  (126)  je  zwei 
homologe  ebene  Systeme  V,  Vj 
Schnitte  eines  und  desselben 
Stralilenbüiulels  S  sind.  Da  nun 
jede  Gerade,  welche  ein  Paar 
homologe  Punkt  A,  Ai  verbin- 
det, weil  sie  auch  durch  einen 
Punkt  R  der  Ebene  U  geht, 
sich  selbst  (die  Gerade  AR  der 
Geraden  Ai  R)  entspricht,  so 
foliit  der  Satz. 


chend  gemein  haben,  haben  auch 
ein  ebenes  System  entsprechend 
gemein. 

Der  Punkt  S  liegt  mit  je  zwei 
homologen  Punkten  A,  Ai  in  ei- 
ner und  derselben  Geraden  und 
mit  je  zwei  homologen  Geraden 
in  einerlei  Ebene,    daher   (120) 
je    zwei   homologe  Strahlenbün- 
del   A,  Ai    Scheine    eines    und 
desselben  ebenen  Systems  U  sind. 
Da  mm  jede  Gerade,  in  «elchcr 
ein  Paar  homologe  Ebenen  V,  V 
sich  schneiden,  weil  sie  auch  iu 
einer  Ebene  N   des  Strahlenbün- 
dels S  liegt,  sich  selbst  (die  Ge- 
rade   VN    tler    Geraden    Vj  N) 
entspricht,  so  folgt  der  Satz, 


Auf  analoge   Weise  hätten  auch  die  iu   128  enthaltenen  Sätze 
bewiesen  werden  können. 

135.  Sollen  zwei  räumliche  Systeme  perspektivisch  so  aufein- 
antler  bezogen  werden ,  dass  sie  einen  gegebenen  Strahlenbündel 
S  und  ein  gegebenes  ebenes  System  ü  entsprechend  gemein  ha- 
ben, so  kann  man  noch  in  einem  Strahle  des  Bündels  S  zu  einem 
Punkte  A  des  einen  S)stems  den  homologen  Punkt  Ai  des  an- 
dern nach  Belieben  annehmen.  Wenn  man  nämlich  jeden  Strahl 
des  Bündels  S  sich  selbst  entsprechend  nennt ,  die  Strahlenbün- 
del A,  Ai  aber  als  Scheine  des  ebenen  Systems  U  betrachtet,  so 
hat  man  auf  zwei  Strahlenbündel  S,  A  des  einen  räumlichen  S)- 
stems  zwei  Strahlenbiiuilel  S,  Ai  des  andern  projektivisch  so  be- 
zogen, dass  jede  gemeinschaftliche  Ebene  der  beiden  letztern  Gebilde, 
man  mag  sie  als  ein  Element  des  einen  oder  als  ein  Element  des 
andern  betrachten,  einer  und  derselben  gemeinschaftlichen  Ebene 
der  beiden  erstem  (und  zwar  sich  selbst)  entspricht. 

Der  Punkt  S   mag    das    (perspektivische)    Projcktion^centrum, 
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.  «lie   Ebene    U    aber    die    Cperspektivischej    Spurebene    der    beiden 
Systeme  genannt  werden. 

136.  Wenn  zwei  räumliche  Systeme  ^,  JS*!  zu  einander  j)er- 
spektivisch  sind,  so  ist  jedes  jjerade  Gebilde  SAAiR,  welches 
aus  dem  Projektionscentrum  S,  einem  Punkte  Ä  tles  Systems  ^, 
dem  homologen  Punkte  Ai  iics  Systems  ^'i  und  dem  Punkt  R 
besteht,  in  welchem  die  Gerade  AAi  die  Spurebene  U  schneidet, 
jedem  andern  solchen  Gebilde  projektivisch.  Sind  nämlich  SB Bi  N, 
SCCiR  zwei  andere  solche  Gebilde,  so  ist  SBBiN  eine  Pro- 
jektion von  SAAiR  aus  <lcm  Punkte,  in  welchem  die  einander 
entsprechenden  Geraden  AB,  AiB|  die  Sj)urebcne  schneiden,  und 
eben  so  6CC1R  eine  Projektion  von  SBB|N,  woraus  der  Satz 
folgt.  Sind  die  Punkte  A,  Ai  durch  die  Ptmkte  S,  R  nicht  ge- 
trennt, so  sind  je  zwei  homologe  gerade  Gebilde,  welche  in  einem 
Strahle  des  Bündels  S  liegen,  und  also  auch  je  zwei  homologe 
Ebcnenbuschel,  deren  Axe  in  der  Ebene  U  liegt,  einstimmig -per- 
spektivisch, daher  alsdann  die  Systeme  selbst  einstimmig- perspek- 
tivisch heissen  sollen.  Sind  aber  die  Punkte  A,  Ai  durch  die 
Punkte  S,  R  getrennt,  so  sind  die  System  entgegengesetzt -per- 
spektivisch. 

Alle»  diess  gilt  auch,  wenn  Spurlinic  für  Spurebene,  Strah- 
lenbüschel für  Ebcncnbüschel  gesetzt  wird ,  von  zwei  in  einerlei 
Ebene  liegenden  perspektivischen  Systemen. 

137.  Da  zu  jedem  Systeme  SS  ein  ihm  reciprokes  System 
angenommen  werden  kann,  und  dadurch  das  in  §.  6  angedeutete 
Gesetz  der  Reciprocität  bewiesen  ist,  so  ist  es  in  der  Folge  hin- 
reichend, wenn  von  zwei  reciproken  Sätzen  der  eine  oder  der 
andere  bewiesen  wird.  Je  zwei  unter  sich  collineären  Gebilden 
G,  G*  in  ^  entsprechen  zwei  unter  sich  collineäre  Gebilde  Gi,  G'i 
in  2i\.  Jedem  Elemente  in  2^,  welches  die  beiden  ersten  Ge- 
bilde entsprechend  gemein  haben,  entspricht  ein  Element  in  J^i, 
welches  die  beiden  letztern  Gebilde  entsprechend  gemein  haben 
u.  «.  w. 

13S.  Zwei  collineäre  Systeme,  deren  jedes  sowohl  eigentliche 
als  auch  unendlich  ferne  Elemente  enthält,  heissen  affm  (eigent- 
lich verwandt),  wenn  jedem  oigentlichrn  Elemente  ein  eigentliches 
Element  und  also  jedem  unendlich  fernen    Elemente   ein    unendlich 


fernes  EiemeDt  entspricht.     Zwei  xu  eioaniler  collioeäre  eigentiiclie 
ebene  Systeme  sind  also  «fTin,    wenn   der   unendlich  fernen  Gera- 
den   der    einen   Ebene   die    unendlich   ferne    Gerade    der   andern, 
folglich    jedem     pHrHllelstrahlenUiische!    ein    Parallelstrahlenbüschel, 
ji'dcm    ParalleUtreifen    ein    ParnlleUtreifen,    je<lem    Parallelogramme 
ein   Parallelogramm    entspricht  ii.   s.  w.     Zwei  coHineäre  räumliche 
S)stcme  sind  aifriii ,    wenn    sie    die  unendlich  ferne  Ebene  entspre- 
chend gemein  haben,    folglich   jedem   eigentlichen  ebenen  Systeme 
ein    demselben    affines    System,   jedem    Parallelraume    ein  Parallel- 
räum,  jedem  Parallelepipedon  ein  Parallelepipedon  entspricht  u.  s.  w. 
Sind    zwei  perspektivische   räumliche  Systeme    affin,    so    muss    ent- 
weder   ihr    Projektionscentrum    im    Unendlichen    liegen,    oder   ihre 
Spnrebcne    die    unendlich    ferne  Ebene    oder  beides    zugleich   der 
Fall  seyu. 

>Yill  man  zwei  eigentliche  ebene  Systeme  collinear  lo  aufein- 
der  beziehen,  dass  sie  affin  sind,  so  kann  man  zu  drei  nicht  in 
einer  und  derselben  Geraden  liegenden  eigentlichen  Punkten  A, 
B,  C  des  einen  Systems  drei  solche  Punkte  Ai,  Bi,  Cj  des  an- 
dern nach  Belieben  annehmen.  Den  unendlich  fernen  Punkten  der 
Geraden  AB,  AC  mi'issen  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Ge- 
raden AiBj,  AiCi  ensprechen.  Sollen  zwei  räumliche  Systeme 
pfüjektivisch  so  aufeinander  bezogen  werden,  dass  sie  affin  sind, 
so  kann  man  zu  vier  nicht  in  einerlei  Ebene  liegenden  eigentli- 
chen Punkten  des  einen  Systems  vier  solche  Punkte  des  anderu 
uach  Belieben  annehmen. 


§.  II. 

Von  den  Liuieii ,  t'^lüclieu  und  den  ihnen  verwandten  Gebilden. 

139.  Nimmt  man  den  Begriff  Büschel  im  weitern  Sinne,  so 
kann  man  jede  stetige  Aufeinanderfolge  von  Geraden,  welche  ia 
einerlei  Ebene  liegen,  einen  Strahlenbüschel  und  jede  stetige  Auf- 
einanderfolge Ton  Ebenen  einen  Ebenenbüschel  nennen.  Es  ent- 
spricht alsdann  in  zwei  reciproken  ebenen  Systemen  jeder  Linie 
(stetigen  Aufeinanderfolge  von  Punkten)  ein  Strahlenbüschel,  in 
zwei  reciproken  räumlichen  Systemen  aber  jeder  Linie  ein  Ebenen- 


Ituscliel,  jpiler  Kegelfläche  ein  Strahlcnbuschel  und  übcrhanj)!  jetlcr 
stetigen  Aufeinantlerfolge  von  Geraden  wieder  eine  stetige  Auf- 
einanderfolge von  Geraden.  Das  Reciproke  von  einer  aus  Strecken 
zusammengesetzten  Linie  ist  ein  aus  Winkeln  zusammengesetzter 
BGschel. 

Lässt  man  in  dem  einen  von  zwei  reciproken  ebenen  Systcmea 
zwei  Strahlen  um  zwei  feste  Punkte  A,  B  sich  drehen,  so  dass  ihr 
Schnittpunkt  irgend  eine  Linie  s  beschreibt,  so  beschreibt  die 
diesem  Punkte  entsprechende  Gerade  iies  andern  Systems,  indem 
ihre  Spuren  in  zwei  festen  Geraden  A|,  Bi  sich  bewegen,  den 
Strahlenbusche!  8| ,  welcher  der  Linie  »  entspricht,  und,  wena 
diese  geschlossen  ist,  ebenfalls  sich  schliesst.  Ist  kein  Stück  der 
Linie  s  gerade,  so  ist  auch  kein  Stück  des  Strahieubüschels  54 
ein  Winkel.  Wenn  überdiess  keine  n  Punkte  der  Linie  s  in  einer 
und  derselben  Geraden  liegen ,  so  gehen  auch  keine  n  Strahlen 
des  Büschels  S|   durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Lässt  man  in  dem  einen  von  zwei  reciproken  räumlichen  Sy- 
stemen drei  Ebenen  um  die  Seiten  a,  b,  c  eines  Dreiecks  alj 
feste  Axen  «ich  drehen,  so  dass  ihr  Schnittpunkt  irgend  eine  Li- 
nie s  beschreibt,  so  beschreibt  die  diesem  Punkte  ent^^precheude 
Ebene  des  andern  Systems,  indem  ihre  Spuren  in  drei  festen  Ge- 
raden ai ,  bi,  C|  sich  bewegen,  den  der  Linie  s  entsprechenden 
Ebcnenbüschel  s..  Liegen  keine  n  Piinktc  der  Linie  s  in  einerlei 
Ebene,  so  gehen  auch  keine  n  Ebenen  des  Büschels  st  durch  einea 
und  denselben  Punkt. 

140.  In  zwei  reciproken  räumlichen  Systemen  entspricht  je- 
der Fläche  F,  deren  Elemente  Punkte  sind,  ein  Ebenenbündel  F|, 
welcher  der  Inbegriff  von  allen  den  Ebenen  ist,  deren  jede  einem 
Punkte  jener  Fläche  entspricht.  Hat  die  Fläche  F  mit  keiner 
Geraden  mehr  als  n  Punkte  gemein,  so  können  auch  durch  keine 
Gerade  mehr  als  u  Ebenen  des  Bündels  Fi  gehen.  Betrachtet 
man  die  Fläche  F  als  eine  stetige  Aufeinanderfolge  von  Linien, 
80  erscheint  der  Ebenenbündel  Fi  ais  eine  stetige  Aufeinander- 
folge von  Ebenenbüscheln. 

Wenn  man  unter  einer  Regelfläche  nur  eine  stetige  Aufeinan- 
derfolge von  Geraden  als  Elementen  versteht,  so  entspricht  jeder 
Begelfläcbe  R  eine  Regelfläcbe  Ri*     Betrachtet  man  aber  Punkte 
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rI«  Elemente  der  erstem  Flache,  po  entspricht  derselben  der  El>€- 
nenbnndcl  Ri,  dem  jede  Ebene  augehört,  welche  durch  eine  Ge- 
rade der  RegelMäche  Ri    geht. 

141.  Jeder  Punkt  D  in  einer  Curve  s  kann  als  der  Endpunkt 
ciues  Stücks  A  D  uud  aU  der  Anfangspunkt  eines  Stuckes  D  C 
betrachtet  wertlen  ,  so  dass  keines  von  diesen  beiden  Stücken  d«*r 
Curve  von  einer  durch  den  Punkt  B  gehenden  Ebene  in  mehr  als 
zwei  Punkten  und,  im  Falle  die  Curve  eben  ist,  von  einer  durch 
B  gehenden  Geraden  in  mehr  als  einem  Punkte  geschnitten  wird. 
Projicirt  man  nun  die  Curve  AB  (das  Stück  A  B  der  Curve  s)  aus 
deui  Mittelpunkte  B,  so  erhält  man  eine  Winkelflächc  (eine  Kegel- 
fläche oder  einen  ebenen  \Viukel),  deren  Anfangsschenkel  die  Ge- 
rade BA  ist,  während  jeder  in  ihr  liegende  Strahl  durch  einen 
in  der  Curve  AB  befindlichen  Punkt  geht. 

Von  dem  Eudschenkel  der  Winkelfläche  soll  gesagt  werden, 
dass  er  der  Curve  AB  im  Punkte  B  sich  anschmiege  oder  aus 
«lern  Punkte  B  den  mit  diesem  Punkte  zusammenfallenden  Punkt 
der  Curve  projicire.  ^^  enn  der  Anfangsschenkel  der  WiukeUläche, 
welche  aus  dem  Mittelpunkte  B  die  Curve  BC  projicirt,  von  dem 
Endschenkel  der  ersteru  ^^  iukelfläche  verschieden  ist,  und  es  ako 
zwei  Gerade  giebt,  welche  im  Punkte  B  der  Curve  ABC  sich 
anschmiegen,   so  bildet  diese  in  jenem  Punkte  eine  Ecke. 

Eben  so  giebt  es,  wenn  abc  eine  Kegelfläche  ist,  entweder 
eine  oder  zwei  Ebenen,  welche  ihr  im  Strahle  b  sich  anschmie- 
gen ,  je  nachdem  nämlich  der  Endschenkel  des  Flächenwinkcls, 
welcher  aus  der  Axe  b  das  Stück  ab  *ler  Fläche  projicirt,  mit 
dem  Anfangsschenkel  des  Flächenwinkels,  welcher  aus  derselben 
Axe  das  Stück  bc  projicirt,  zusammenfallt,  oder  von  demselben 
verschieden  ist. 

Ist  AB  eine  gewundene  Curve,  so  versteht  man  nnter  der  ihr 
im  Piuikte  B  sich  anschmiegenden  Ebene,  den  Endschenkel  des 
Flächenwinkel? ,  \%elcher  die  Curve  aus  der  ihr  im  Punkte  B  sich 
anschmiegenden  Geraden  projicirt  Fällt  diese  Ebene  mit  der 
Ebene,  welche  im  Punkte  B  der  Curve  BC  sich  anschmiegt, 
nicht  zusammen ,  so  giebt  es  durch  diesen  Punkt  zwei  Ebenen, 
welche    in    ihm    der    Curve    ABC     sich    anschmiegen.      Von    einer 


ebenen    Ciirve   kann   man    sagen ,    dass    ihr    in   allen   Punkten    die 
Ebene  sich  anschmiege,  in  der  sie  liegt. 

142.  Schmiegt  der  Curve  AB  im  Punkt  B  die  Gerade  b  sich 
an,  so  schmiegt  der  Fläche  S  (AB),  welche  aus  dem  Punkte  S 
die  Curve  AB  projicirt,  in  dem  Strahle  SB,  der  auch  mit  b  zu- 
sammenfallen kann,  die  Ebene  Sb  sich  an,  welche  aus  der  Axe 
SB  den  mit  dem  Punkte  B  zusammenfallenden  Punkt  der  Curve 
A  B  projicirt.  Wenn  daher  der  Curve  ABC  im  Punkte  B  zwei 
Gerade  b,  ß  sich  anschmiegen,  so  bildet  jede  Kegelfläche,  welche 
die  Curve  ABC  aus  einem  ausserhalb  der  Ebene  b/?  benndlichcn 
Punkte  projicirt,  eine  durch  den  Punkt  B  gehende  Kante.  Das- 
selbe ist  der  Fall,  wenn  der  Curve  ABC  im  Punkte  B  nur  eine 
Gerade  aber  zwei  Ebenen  sich  anschmiegen  und  aus  einem  in  je- 
ner Geraden  befindlichen  Punkte  projicirt  wird. 

In  der  Folge  wird,  wenn  von  einer  Curve  die  Rede  ist,  und 
nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  bemerkt  wird,  immer  vorausge- 
setzt, dass  der  Curve  in  jedem  Punkte,  durch  welchen  sie  näm- 
lich nur  einmal  gebt,  nur  eine  Gerade  und  eine  Ebene  sich  an- 
schmiegen. 

143.  Die  stetige  Aufeinanderfolge  von  Geraden,  welche  einer 
und  derselben  Curve  sich  anschmiegen,  soll  die  der  Curve  sich 
anschmiegende  Regelfläche  oder  auch,  wenn  die  Curve  eben  ist, 
der  ihr  sich  anschmiegende  Strahlcnbüschel,  die  stetige  Aufeinan- 
derfolge von  Ebenen  aber,  welche  einer  und  derselben  gewundenen 
Curve  oder  auch  einer  und  derselben  Kegelfläche  sich  anschmie- 
gen, der  ihr  sich  anschmiegende  Ebenenbüschel  genannt  './erden. 

Wird  eine  gewundene  Curve  durch  s  bezeichnet,  so  ist  unter 
der  Regelfläche  s  die  der  Curve  s  sich  anschmiegende  Regelflächc 
und  unter  dem  Ebenenbüschel  s  der  der  Regelfläche  s  (oder  der 
Curve  s)  sich  anschmiegende  Ebenenbüschel  zu  verstehen.  Drei 
zusammengehörige  Elemente  B  der  drei  Gebilde  s  sind  ein  Punkt 
B  der  Curve  s ,  die  in  diesem  Punkte  der  Curve  sich  anschmie- 
gende Gerade  B  und  die  in  dieser  Geraden  der  Regelfläche  s 
(also  im  Punkte  B  der  Curve  s)  sich  anschmiegende  Ebene  B.  Der 
Punkt  ß  ist  als  der  Mittelpunkt  der  Geraden  B,  diese  Gerade 
aber  als  die  Axe  der  Ebene  B  zu  betrachten.  Bewegen  sich  drei 
zusammengehörige   Elemente  P,  so  dass  der  Punkt  P  <lic  Curve  s, 
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mlso  üic  Gerat}«  P  die  RegeltTäche  •  iin<l  üic  Ebeiio  P  iteii  £be« 
iienbü«K:hei  f  beschreibt»  «o  beilegt  aich  der  Funkt  P  in  tier 
Geraden  P,  wnlirend  die  Gerade  P  in  der  Ebene  P  um  den 
Punkt  P  und  die  Ebene  P  um  die  Gerade  P  sieb  dreht. 

Wenn  s  ein©  ebene  Curvc  ist  (alle  Ebenen  ties  Ebenenbii- 
fchel»  8  in  einander  fallen),  nnti  der  Punkt  P  die  Cur\e  8,  also 
die  Gerade  P  den  Strahleubiischel  s  be«:hrcibt,  «o  bewegt  sieb 
der  PiMikt  P  in  der  Geraden  P,  während  diese  Gerade  in  der  fe^ 
»tei\  El>cne  s  um  jenen  Punkt  sich  dreht.  Wenn  endlich  die  Re- 
gelüctche  s  eine  Kegelfläche  ist  (alle  Piuikte  der  Curve  s  in  eia-> 
ander  ftdleii)  und  der  Strahl  P  die  Kegelfläche,  folghch  die  Ebene 
P  «len  derselben  sich  anschmiegenden  Ebeuenbüschel  s  beschreibt, 
M  dreht  sich  die  Gerade  P  um  den  festen  Punkt  s  in  der  Ebene 
P,  v%ährend  diese  Ebene  um  jene  Gerade  sich  dreht. 

144.  Wenn  AB  (141)  eine  ebene  Curve  ist,  der  also  ciu 
Strahlenbiischel  AB  sich  anschmiegt,  so  ist 

der  Strahl  B  der  Endschenkel  [  der  Pimkt  D  der  Endpunkt  der 
des  Winkels,  wekher  die  Curve  Strecke,  in  welcher  der  Slrah- 
AB  atis  dem  Punkte  B  proji-  lenl^üschel  AB  von  der  Gera^ 
cirt,  '    den  B   geschnitten  wird. 

145.  In  zwei  reciproken  ebenen  Systemen  ent*|>richt  jeder 
Curve  ABC  ein  Strahlenbüschel  Ai  Bi  Ci ,  welcher  der  Curve 
AiBjCi  sich  anschmiegt,  die  dem  der  erstem  Curve  sich  an- 
schuiiegentlen  Strahlenbüschel  ABC  entspricht.  Da  nämlich  die 
Strecke,  in  welcher  der  Büschel  AB  von  der  Geraden  B  geschnit- 
ten wird,  im  Punkte  B  sich  endigt,  so  miiss  auch  der  jener 
Strecke  entsprechende  Winkel,  welcher  aus  dem  Punkte  Bj  die 
Curve  AiBi  projicirt,  in  dem  Strahle  Bj  sich  endigen,  welcher 
dem  Pnutte  B  entspricht. 

Das  Keciproke  von  einer  geschlossenen  Curve  s,  welcher,  weil 
sie  eine  Ecke  bildet,  ein  nicht  geschlossener  Strahlenbüschel  sich 
anschmiegt ,  ist  ein  geschlossener  Strahlenbüschel  »i  ,  welcher 
einer  nicht  geschlossenen  Curve  sich  anschmiegt.  Dem  Eck- 
punkte der  Curve  s,  in  welchem  also  derselben  zwei  Strahlen 
»ich  anschmiegen,  entspricht  der  Strahl,  welcher  der  Curve  »i  in 
ihren  beiden  Grenzpimktcn  sich  anschmiegt  und  also  zwei  Mittel- 
punkte hat.     Das  Keciproke  von  einer   geschlossenen  Curvc,  wcl- 


eher,  Well  sie  drei  Ecken  bilvJet»  drei  unter  .««ich  nicht  zU5r\mmrn- 
hängende  Strableidjüschel  sich  anschmiegen ,  i:<t  ein  Strahlenl)ü- 
«chel,  welcher  drei  nicht  mit  einander  zusaminenhäiigenden  Ciir- 
ven  sich  anschmiegt.  Es  folgt  hieraus,  dass  jeder  Slrahlcnbii^chel, 
welcher  keinen  Winkel  als  Stück  in  sich  enthält  und  folglich  von 
einer  krummen  Linie  das  Reciproke  ist,  einer  oder  mehrern  Ciir- 
ven  sich  anschmiegt.  In  der  Regel  wird  aher,  wenn  von  eiiicn« 
stetigen  <^ebilde,  welches  einem  andern,  oder  welchem  ein  ande- 
res Gebilde  «ich  anschmiegt,  die  Rede  ist,  \'orausgesetzt,  dasf 
auch  in   dem  andern  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  statt  finde« 

Sind  ein  ebenes  System  und  ein  Strahlenbündel  zu  einander 
reciprok,  so  entspricht  jeder  Curve  ein  Ebenenbüschel,  welcher 
der  KegelHäche  sich  anschmiegt,  die  dem  jener  Curve  sich  an- 
schmiegenden Strahlcnbüschel  entspricht 

J4Ö.  Jede  Regelfläche,  welche  entweder  eine  Kcgelfläche  ist^ 
oder  einer  gewundenen  Curve  sich  anschmiegt,  heisst  abwickelbar. 


Eine  Curve  und  die  ihr  sich 
anschmiegende  Regelflache  wer- 
den (142)  aus  jedem  Punkte, 
welcher,  im  Falle  die  Curve 
eben  ist,  ausserhalb  ihrer  Ebene 
liegt,  durch  eine  Kegelfläche 
und  den  derselben  sich  anschmie- 
genden Ebcnenbüschel   projicirt. 


Eine  abwickelbare  Regelflä- 
che 8  und  der  ihr  sich  ansciimie- 
gende  Ebenenbüschel  «  wer<len 
von  jeder  Ebene  Ü,  welche,  im 
Falle  die  Fläche  eine  KegelflU- 
che  ist,  nicht  durch  den  Mittel' 
punkt  derselben  geht,  in  einer 
Curve  und  den  derselben  sich 
anschmiegenden  Strahlenbüschel 
geschnitten. 

Nimmt  man  nämlich  an,  dass  zwei  zusammengehörige  Ele- 
mente P  der  Gebilde  s  and  also  auch  ihre  Spuren  p  in  der  Ebene 
U  »ich  bewegen,  so  bewegt  sich  der  Punkt  p  in  der  Geraden  p» 
während  diese  Gerade  um  jenen  Punkt  sich  dreht,  woraus  man 
fichliessen  kann,  dass  der  Punkt  p  eine  Curve  und  die  Gerade  p 
den  derselben  sich  anschmiegenden  Strahlenbüschel  beschreibt. 
Ob  hiebei  der  Punkt  P  fest  ist  oder  ebenfalls  sich  bewegt,  ist  ganz 
gleichgültig  und  kann  auch  an  der  Bewegung  der  Elemente  p 
nicht  erkannt  werden.  Der  Fall,  in  welchem  die  Regelfläche  s 
einer  Curve  sich  anschmiegt  und  die  schneidende  Ebene  durch 
cbe  Gerade    der   Regelfläche    geht ,  kann    vorläufig    noch   ausser 
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Acht  gelassen  werden ,  inJem  dieser  Fall  bei  dem  Deweiae  de» 
folgenden  Satze«  nicht  vorausgesetzt  wird ,  ans  dem  folgenden 
Satze  aber  hervorgeht,  dass  die  obigen  Sätze  zu  einander  reci- 
]irok  sind  und  also,  wenn  man  zwei  reciprolce  Systeme  sich  denkt, 
aus  dem   einen   sogleich  der   andere  folgt. 

147.  in  zwei  reciproken  räumlichen  Systemen  ^,  JSi  ent- 
spricht jeder  Cnrve  ABC  einen  EHenenbüschel  AiDjCi,  welcher 
der  Ri'gcKläche  AiDiCi  sich  anschmiegt,  die  der  joner  Curvc 
sich  anschmiegenden  KegeKlächc  ABC  entspricht.  >Venn  ferner 
ABC  eine  gewundene  Curve  ist,  so  schmiegt  die  Regelfläche 
AiBiCi  der  Curvc  AiBiCi  sich  an,  welche  «Icm  der  Regelflächc 
ABC   sich  anschmiegenden   El)eneiil»Ü3chel  entspricht. 

Der  Fall,  in  welchem  ABC  eine  ebene  Curvc  iit,  isi  schon 
in  1  |.i  betrachtet  worden.  Da  nun,  wenn  ABC  eine  gewundene 
Curve  ist,  der  Ebenenbüschel  AB  von  jeder  nicht  durch  tue  G<r- 
rade  B  gehenden  Ebene  in  einem  Strahlenbüschel  geschnitten  wird, 
dessen  Endschenkel  die  S[)ur  der  Geraden  B  zum  Mittelpunkt 
hat,  so  folgt,  dass  jeder  KegeKläche,  welche  die  Curve  Ai  Bi  aus 
einem  ausserhalb  der  Geradtn  Bi  beflndlichen  Punkte  projicirt, 
in  ihrem  Endschcnkel  die  Ebene  sich  anschmiegt,  welche  aus  dem- 
selben Punkte  die  Gerade  Bi  projicirt,  und  dass  also  diese  Ge- 
rade die  der  Curve  Ai  Bi  im  Punkte  Bi  sich  anschmiegende  Ge- 
rade sey.  Da  ferner  die  RcgcHläche  A  B  aus  jedem  ausserhalb 
der  Geraden  B  befindlichen  Punkte  durch  einen  Ebenenbüschel 
projicirt  wird,  dessen  Endschenkcl  die  Gerade,  welche  aus  drm- 
feelben  Mittelpunkte  den  Punkt  B  projicirt,  zur  Axe  hat,  so  folgt, 
dass  jeder  Curve,  in  welcher  die  Rcgelfläche  AiB]  von  einer 
nicht  durch  die  Gerade  Bi  gehenden  Ebene  geschnitten  wird,  in 
ihrem  Endpunkte  die  Spur  der  Ebene  Bi  sich  anschmiegt,  und 
dass  also  diese  Ebene  die  der  Regelfläche  AiBi  in  der  Geraden 
Bi  sich  anschmiegende  Ebene  ist.  Will  man  den  obigen  Satz  nicht 
auf  146  zurückführen,  so  darf  man  nur  bemerken,  dass,  wenn 
drei  zusammengehörige  Elemente  P  der  Gebilde  ABC  diese  Ge- 
bilde beschreiben,  auch  die  ihnen  entsprechenden  Elemente  Pi 
der  Gebilde  AiBiCi  sich  so  bewegen,  dass  die  Ebene  Pi  um 
die  Gerade  Pi  und  diese  Gerade  in  jener  Ebene  um  den  Punkt 
P,   sich  dreht,  während  der  Punkt  Pi   in  jener  Geraden  sich  bewegt 
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Das  Reciproke  von  einera  Ebcncnbüschel,  von  welchem  kein 
Stikk  einem  imil  demselben  Strahieribünilcl  nngehört,  ist  eine 
Curve,  von  welcher  kein  Stück  eben  ist.  Findi-t  in  den  beiden 
der  Cnrve  sich  anscnmiegendcn  Gebilden  keine  Unterbrechung 
der  Stetigkeit  statt,  so  gilt  diess  auch  von  den  beiden  Gebilden, 
welchen  der  Ebenenbuschel  sich  anschmiegt. 

148.  VVenn  AB  eine  gewundene  Curve  ist,  der  also  eine 
Regelfläche  AB  und  ein  Ebenenbüschel  AB  sich  anschmiegen, 
60  ist 

die  Gerade  B  der  Endschcnkel  I  die  Gerade  B  der  Endschenkcl 
der  Kegelfläche,  welche  die  j  iles  Strahlenbüschels,  in  wel- 
Curve  A  B    atis    dem    Punkte  B      ehern     der     Ebenenbüschel    A  B 


projicirt,  die  Ebene  B  aber  der 
Endschenkel  des  Flächenwinkels, 
welcher  die  Curve  A  B  aus  der 
Axe  B  projicirt,  »md  zugleich 
der  Endschcnkel  des  Ebenen- 
büschels, welcher  die  Regcl- 
fläche  AB  aus  dem  Punkte  B 
projicirt. 


von  der  Ebene  B  geschnitten 
wird ,  der  Punkt  B  aber  der 
Endpunkt  der  Strecke  j  in  wel- 
cher der  Ebenenbüschel  A  B  die 
Gerade  B  schneidet,  und  zu- 
gleich der  Endpunkt  der  Curve, 
in  welcher  die  Regelfläche  A  B 
und  die  Ebene  B  sich  schneiden. 
149.  Von  einer  Geraden  soll  gesagt  werden,  dass  sie  einer 
Fläche  in  einem  Punkte  sich  anschmiege,  wenn  sie  in  diesem 
Punkte  irgend  einer  in  der  Fläche  liegenden  Linie  sich  anschmiegt. 
Liegt  also  eine  Gerade  in  einer  Fläche,  so  schmiegt  sich  die  Ge- 
rade in  allen  ihren  Punkten  der  Fläche  an. 

Von  einer  Ebene  soll  gesagt  werden,  dass  sie  einer  Fläche 
F  in  einem  Punkte  sich  anschmiege,  wenn  die  Ebene  entweder 
eine  stetige  Aufeinanderfolge  von  Geraden,  die  der  Fläche  in  je- 
nem Funkte  sich  anschmiegen,  in  sich  enthält,  oder  einer  von  sol- 
chen Geraden  erfüllten  KegelOäche  sich  anschmiegt.  Wenn  übri- 
gens ein  Ebenenbüschel  so  beschalfcn  ist,  <lass  nach  der  so  eben 
gegebenen  Erklärung  alle  seine  Ebenen  mit  Ausnahme  seines  End- 
«chenkelt  der  Fläche  F  «ich  anschmiegen,  so  ist  auch  diese  Ebene 
als  eine  der  Fläche  F  sich  anschmiegende  Ebene  zu  betrachten. 

Schmiegt  eine  Ebene  einer  abwickelbaren  Regelfläche  sich 
an,  so  geschieht  solches  (146)  in  einer  Geraden  (in  allen  Punk- 
ten  einer    Geraden)»   daher  einer  abwickelbaren   Begelfläche  nur 
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ein  Kbenenbüscbel ,    einer    andern  krummen  Fläche  aber  eis  Ebe-* 
Deobrindel  sich  anscbraieg;!. 

150.  In  zwei  reciproken  ruiunlichen  Systemen  entspricht  je- 
der krun^men  Fläche  F,  von  welcher  kein  Stück  abwickelbar  i«t> 
ein  Ebenen1)üiidel  Fi ,  welcher  der  Fläche  Fi  sich  anschmiegt^ 
die  dem  der  erstem  Fläche  sich  Hoschmiegenden  Ebenenbüudel  F 
entspricht. 

Jede  in  der  Fläche  Fi  enthaltene  Curve  AiB|  entspricht 
eio^m  in  dem  Ebenenbiindcl  F  enthaltenen  Ebenenbuschel  A  B. 
Gleichwie  nun  <ler  Endschenkel  der  Regelfläche  A  B  durch  den 
Punkt  geht,  in  welchen  die  Ebene  B  der  Fläche  F  sich  an* 
schmii'gt,  so  liegt  auch  der  Endschenkel  der  Regoifläche  A|  B| 
in  tier  jenem  Punkte  entsprechenden  Ebene  des  Ebenenbün- 
dels Fl. 

151.  ^Venn  der  Ebene  U  in  dem  einen  von  zwei  coliineären 
räumliclien  Systemen  JS",  2li  die  unon«llich  ferne  Ebene  des  an- 
dern entspricht,  so  entspricht  jeder  Curve  A  B  C,  welche  die  Ebene 
L'  in  einem  Punkte  B  schneidet,  eine  Curre  A|BiCi,  welche  die 
uncntllich  ferne  Ebene  in  einem  Punkte  B|  schneidet,  und  je<ler 
Kegclfläclie,  welche  die  er^tere  Curve  aus  einem  ausserhalb  der 
Ebene  U  befindlichen  Punkte  S  projicirt,  eine  Kegclfläche,  welche 
die  letztere  aus  einem  eigentlichen  Punkte  Si  projicirt.  Die  bei- 
den einfachen  Kegclflächen,  welche  die  Stüke  AiBi,  Bi  Ci  der 
Curve  AiBiCi  aus  der  Spitze  S  projiciren ,  hängen  aus  dem 
Grunde  nicht  zusammen,  weil  der  Anfangss<:henkel  der  letztern 
▼om  Endschenkel  der  erstem  die  Ergänzung  ist.  Wenn  aber  die 
Curve  ABC  die  Ebene  U  im  Punkte  B  un<l  also  die  Cur\'« 
AjEiCi  die  unendlich  ferne  Ebene  im  Punkte  Bi  berührt,  so 
finilet  auch  zwischen  den  erv^ähutcn  einfachen  Kegeldächen,  da 
der  Endschenkel  der  erstem  zugleich  der  Anfangsscheukel  der 
letztern  ist,  Zusammenhang  statt. 

Jeder  geschloiscuen  Curve,  welche  mit  der  Ebene  U  n  Punkte 
gemein  hat,  entspricht  eine  geschlossene  Curve,  welche  aus  n 
Aesten  besteht,  deren  jeder  in  einem  unendlich  fernen  Punkte 
anfängt  und  in  einem  unentilichen  fernen  Punkte  (dem  Anfangs- 
pimkte  des  folgenden)  sich  endigt. 

Jeder    Fläche    F,    welche     die    Ebene    U    in    einer    Linie    » 
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ischncideti 
L     "L.   />    eritspricnt    eine   Fläche    Fi,    welche    die    unendlich 
beriinrt   \ 

-  _,,  .        .         ...  (schneidet)        „       ,         .      ^.     , 

ferne  Lbene    in    einer  Linie  »i    (  ,     ...       ).      Berührt   die  Flache 

/  berührt   ) 

F  die  Ebene  U  nur  in  einem  Punkte,  so  berührt  auch  die  Flä- 
che Fl  die  unendlich  ferne  Ebene  nur  in  einem  Punkte.  ^Vcnn 
endlich  die  Fläche  F  mit  der  Ebene  U  gar  keinen  Punkt  gemein 
hat,  so  sind  alle  Punkte  der  Fläche  F|   eigentliche  Punkte 

152.  Jede  eigentliche  Gerade,  welche  einer  Curve  in  einem 
unendlich  fernen  Punkte  sich  anschmiegt,  hcisst  eine  Assjmptote 
derselben.  Projicirt  man  eine  ins  Unendliche  gehende  gewundene 
Curve  AB  nach  der  Richtung,  in  welcher  ihr  unendlich  ferner 
Endpunkt  B  liegt,  so  erhält  man  eine  Cylinderüäche  A'B,  wel- 
cher in  ihrem  Endschenkel  B  (dem  Endschenkel  der  RegeKläche 
AB)  der  Endschenkel  B  des  Ebenenbüschels  AB  sich  anschmiegt. 
Jede  Ebene,  welche  jene  Richtung  nicht  enthält,  schneidet  die 
Cylinderfläche  iu  einer  Curve  a'b,  welcher  in  ihrem  Endpunkte  b 
die  Spnr  b  der  Ebene  B  sich  anschmiegt.  Ist  die  Gerade  B  eine 
Assymptote  der  Curve  AB,  so  ist  auch  der  Punkt  b  ein  eigent- 
licher Punkt,  Ist  die  Gerade  B  eine  unendlich  ferne  Gerade, 
aber  doch  die  Ebene  B  eine  eigentliche  Ebene,  so  ist  die  Gerade 
b  eine  Assymptote  der  ins  Unendliche  gehenden  Curve  a^b.  Wenn 
endlich  die  Ebene  B  die  unendlich  ferne  Ebene  ist,  so  sind  die 
Elemente  B,  b  sämmtlich  uneigentlichc  Elemente. 

Ist  eine  Curve  der  Schnitt  einer  eigentlichen  Kegelfläche  mit 
einer  eigentlichen  Ebene  E,  so  entspricht  jeden;,  Strahle  der  Ke- 
gelfläche, welcher  zur  Ebene  E  parallel  ist,  ein  unendlich  ferner 
Punkt  der  Curve,  und  jeder  Ebene,  welche  zur  Ebene  E  nicht 
parallel  ist,  aber  der  Kegelfläche  in  einem  zu  dieser  Ebene  pa- 
rallelen Strahle  sich  anschmiegt,  eine  Assymptote  der  Curve. 


§.     12. 

Einthcilung  der  geschlosseneu  Linien,   Flächen  n.  s.  w.    in  solche  von 

parer  und  in  solche  von  unparer  Ordnung. 

153.     Eine  geschlossene  Linie  s  heisst  von  parer  oder  nnpa- 
rer  Ordnung,   je   Dachdem   sie   von   einer  Ebene  U,   welche   kein 
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Stuck  der5elben  in  sich   enthalt,    parmal    oder   iinparmal    geschnit- 
ten wird.  • 

Es  werde  die  Linie  s  von  <ler  Ebene  U  in  m  Punkten  und 
von  einer  andern  Ebene  V,  welche  kein  Stück  derselben  in  sich 
enthält,,  in  nVuukteu  geschnitten.  Da  nun  die  Linie  s  sich 
schliefst  und  in  jedem  Punkte,  in  welchem  sie  die  eine  oder  die 
andere  von  den  beiden  Ebenen  schneidet ,  von  einem  der  beiden 
Flächenwinkel  UV,  U'V  in  den  andern  übergeht,  so  folgt,  dass 
ra-[-n  eine  pare  Zahl  sey,  und  dass  also  die  Linie  entweder  von 
jeder  der  beiden  Ebenen  parmal  oder  von  jeder  unparmal  ge- 
schnitten werde. 

Eine  geschlossene  ebene  Linie  ist  hiernach  von  parer  oder 
unparer  Ordnung,  je  nachdem  sie  von  einer  Geraden  (Linte  er- 
ster Ordnung),  welche  kein  Stück  derselben  in  sich  enthält,  aber 
mit  ihr  in  einerlei  Ebene  liegt,  parmul  oder  unparmal  geschnitten 
wird. 

154.  Wenn  drei  Linien  AMB,  ANB,  ARB  von  densel- 
ben zwei  Punkten  begrenzt  sind,  so  sind  diejenigen  Linien,  de- 
ren jede  aus  zweien  der  drei  erstem  zusammengesetzt  ist,  entwe- 
der alle  drei  von  parer  Ordnung  oder  es  ist  die  eine  von  parer 
Ordnung,  während  die  beiden  übrigen  von  unparer  Ordnung 
sind. 

Es  schneide  eine  Ebene,  welche  weder  durch  A  noch  durch 
B  geht,  die  Linie  AMB  in  m  Punkten,  die  Linie  A  N  B  in  n  Punk- 
ten und  die  Linie  ARB  in  r Punkten,  so  wird  von  derselben 
Ebene  die  eine  der  oben  erwähnten  geschlossenen  Linien  in 
m-f-n,  die  andern  in  m-j-r  und  die  dritte  in  n-j-rPi'nkten 
geschnitten.  Da  nun  die  Summe  2m-}-2n-|-2r  dieser  drei  Zah- 
len eine  pare  Zahl  ist,  und  also  entweder  alle  drei  pare  Zahlen, 
oder  die  eine  pare,  die  beiden  übrigen  aber  unpare  Zahlen  sind, 
so  folgt  der  Satz. 

Substituirt   man    in    einer   Linie    \  \    Ordnung,   welche 

unparer 

aus  Strecken  zusammengesetzt  ist,  für    irgend  eine  dieser  Strecken 

1  TT     ••  i    u  .       T .   .      S  unparer  j 

deren  Ergänzung,    so  erhalt  man  eine  Linie    <  (    Ordnung. 

(    parer    ' 

Anm.     Wird    von    einem  Gebilde  gesagt,   dass    es    von    parer    oder 
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unparcr  Ordnung  ist,    so  versteht  es  sich  von  selbst,    dass    das 
Gebilde  i^cscIiIoRsen  ist. 

155.  Eine  Fläche  ist  geschlossen,  wenn  sie  von  keiner  Li- 
nie begrenzt  ist.  Das  Rcciproke  von  einer  solchen  Flache  ist  ein 
geschlossener  Ebenenbüiidel,  welcher  nämlich  von  keinem  Ebenen- 
biischel  begrenzt  ist.  Eine  einfache  »inkclfläche  ist,  wenn  auch 
ihr  Endschenkel-  mit  ihrem  Anfangsschenkel  ziisammcnrälit ,  von 
einer  unendlich  fernen  Linie  begrenzt  und  also  nicht  als  eine 
wirklich  geschlossene  Fläche,  sondern  nur  als  eine  sich  schliessende 
stetige  Aufeinanderfolge  von  begrenzten  Linien  (Hulbstrahlcnj  zu 
betrachten. 

Wenn  gesagt  wird,    dass  ewei  geschlossene  Flächen  F,  G  in 

einer    Linie   FG    <  (    Ordnung    sich    schneiden,    so   heisst 

funparer  \ 

fliess    nichts   anderes,    als    dass    die    Anzahl    der    Linien    unparer 

.  (    pare    ) 

Ordnunp'     in  welchen  die  Flächen  sich  schneiden,    eine    {  > 

funpare> 

Zahl    sey.     Man    kann    hier   auch    unter    FG    den    Inbegriff  aller 

Linien  verstehen,  welche  die  beiden  Flächen  mit  einander  gemein 

haben;  nur  ist  alsdann   jede  Linie,   in   welcher   sie   sich  berühren, 

doppelt  zu  zählen. 

loC.  Eine  geschlossene  Fläche  F  heisst  von  parer  oder  un- 
parer Ordnung,  je  nachdem  eine  Gerade  a,  von  welcher  kein 
Stück  in  der  Fläche  liegt,  dieselbe  parmal  oder  unparmal 
schneidet. 

Es  sey  c  eine  andere  Gerade,  von  welcher  kein  Stuck  in  der 
Fläche  F  liegt.  Man  nehme  ferner  zwei  Ebenen  an,  von  welchen 
die  eine  G  durch  die  Gera<le  a  und  die  andere  H  durch  die  Ge- 
rade c  geht,  80  dass  aber  die  Fläche  F  weder  von  der  Ebene  G 
n«ch  von  der  Ebene  H  noch  von  der  Schnittlinie  b  der  beiden 
Ebenen  ein  Stück  in  sich  enthält.  Wenn  nun  die  Fläche  F  und 
die  Ebene  G  in  einer  Linie  parer  Ordnung  sich  schneiden,  so 
wird  diese  Linie  und  also  auch  die  Fläche  F  von  jeder  der  Ge- 
raden a,  b  parmal  geschnitten.  Ist  aber  die  Linie  FG  von  un- 
parer Ordnung,  «o  wird  die  Fläche  F  von  jeder  der  Geraden 
e,  b  unparmal  geschnitten.  Eben  so  wird  die  Fläche  F  von  der 
Geraden  c  parmal  oder  unparmal  geschnitten,  je  nachdem  sie  von 

6* 
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clor   Geriulcn   b  und    alun     «uch    von    der   Geraden    A  pahnal  odef 
unpnrmal  geschnitten  ^^ird. 

Eine    Fläche    j  J    Ordnung    wird    hiernach    rou    jeder 

Minparor' 

Ebene  (Fläche  erster  Ordnung),    welche    kein  Stuck  derselben  io 

«ich  enthält ,  in  einer  Linie    {  }    Ortlnung  geschnitten. 

'  unparcr ' 

Wird  eine  WinkelHäche  von  einer  nicht  diirch  ihren  Mittel- 
punkt gehenden  Geraden  In  n  Punkten  geschnitten,  so  wird  sie 
von  der  Ebene,  welche  diese  Gerade  ans  jmem  Punkte  projicirt^ 
in  n Strahlen  geschnitten,  woraus  hervorgeht,  da.-'s  die  obige  Er- 
klärung mit  20  und  also  auch  mit  17  in  Liebereinstimmung  ist* 
Der  Mittelpunkt  einer  geschlossenen  WinkelHäche  parer  Ordnimg 
ist,  wenn  Punkte  als  Elemente  der  Fläche  betrachtet  werden,  ein 
Punkt,  in  welchem  sie  sich  selbst  berührt,  welcher  also,  wenn  in 
ihm  die  Fläche  von  einer  Geraden  geschnitten  wird,  zweimal  zu 
zählen  ist. 

157.  Zwei  geschlossene  Linien,  welche  in  einerlei  Ebene 
liegen,  schneiden  sich  parmal,  wenn  entweder  beide  von  parer 
Ordnung  sind,  oder  die  eine  von  parer  und  die  andere  von  un- 
parer  Ordnung  ist;  —  unparmal  aber,  wenn  beide  von  un])arer 
Ordnung  sind.  Folgt  aus  17,  wenn  man  das  ebene  System  als 
einen  Schnitt  eines  gewohnlichen  Strahlenbündels  betrachtet. 

158.  Eine  geschlossene  Fläche  F  und  eine  aiisserhalb  der- 
selben befindliche  geschlossene  Linie  s  schneiden  sich  unparmal, 
wenn  beide  von  unparer  Ordnung  sind,  in  jedem  andern  Falle 
aber  parmal. 

Es  sey  st  eine  stetige  Aufeinanderfolge  von  geschlossenen 
Linien,  deren  jede  ausserhalb  der  Fläche  F  liegt,  so  wird  diese 
Fläche  entweder  von  jeder  der  Linien  parmal  oder  von  jeder  un- 
parmal geschnitten,  indem  die  Anzahl  <ler  Schnittpunkte  beim 
stetigen  Lebergange  von  einer  Linie  zu  einer  andern  nur  um  eine 
pare  Zahl  sich  vermehren  oder  vermindern  kann.  Aus  demselben 
Grunde  sind  die  Linien  entweder  alle  von  parer  oder  alle  von 
unpurer  Ordnung.  Da  man  nun  annehmen  kann,  dass  die  Linie  t 
in   einer   Llene    G   liege,    welche    von     der    Fläche   F  kein  Stück 
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enthält  (etwa  eine  Projektion    der  Linie    •  auf  die  Ebene  G  aey), 
»o  folgt  der  Satz  aus   156  und   157. 

Durch  die  Betrachtung  einer  stetigen  Aufeinanderfolge  >uu 
Linien  »:anQ  man  auch,  wenn  ein  Stück  der  Linie  s  in  der  Fla- 
che F  Hegt,  leicht  entscheiden,  oh  dasselbe  die  Stelle  eines 
Schnitt-  oder  eines  Beri'ihrungspnnktes  vertritt. 

159.  Zwei  geschlossene  Flachen  F,  G,  welche  kein  Stück 
mit  einamicr  gemein  haben ,  gehneiden  sich  ,  wenn  beide  von  un- 
parer  Ordnung  sind,  in  einer  Linie  unparcr  Ordnung,  in  jedem 
andern  Falle  aber  in  einer  Linie  parer  Ordnung.  Die  Anzahl 
aller  Punkte,  in  welcher  «Irei  geschlossene  Flachen  F,  G,  H,  von 
welchen  keine  zwei  ein  Stück  mit  einander  gemein  haben,  uud 
welche  auch  nicht  alle  drei  durch  eine  »md  dieselbe  Linie  gehen, 
»ich  schneiden,  ist,  wenn  alle  drei  Flächen  von  tmparer  Ordnung 
sind,  eine  unpare,  in  jedem  andern  Falle  aber  eine  pare  Zahl. 

Da  in  jedem  der  im  letztern  Satze  erwähnten  Punkte  jede 
der  drei  Flächen  von  der  Schnittlinie  der  beiden  übrigen  ge- 
schnitten wird,  so  folgt  der  letztere  Satz  aus  dem  erstem  und 
aus  158.  Um  aber  den  erstem  zu  beweisen,  darf  man  nur  an- 
nehmen, dass  H  eine  Ebene  sey,  und  bemerken,  dass  nach  158 
die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  die  Fläche  F  von  der  Linie 
GH  und  also  auch  die  Ebene  H  von  der  Linie  FG  geschnittea 
wird,  nur  dann  eine  unpare  Zahl  ist,  wenn  jedes  von  den  beiden 
Gebilden  F,  GH  uud  also  auch  die  Fläche  G  von  unparer  Ord- 
nung ist. 

160.  Wenn  zwei  geschlossene  Gebilde  G,  Gi  zu  einander 
projektivisch  sind,  so  sind  entweder  beide  von  parcr  oder  beide 
von  unparer  Ordnung. 

Sind  nämlich  G,  Gi  zwei  Linien  oder  eine  Linie  und  eine 
VVinkelfiäche  oder  zwei  Flächen,  so  folgt  der  Satz  aus  153  und 
156.  Ist  das  eine  von  den  beiden  Gebilden  G,  Gi  eine  Linie 
und  das  andere  ein  Büschel  oder  das  eine  eine  Fläche  und  da» 
andere  ein  Ebenenbündel,  so  ist  der  Satz  als  eine  Erklärung  zu 
betrachten.     In  den  übrigen  Fällen  folgt  alsdann  der  Satz  aus  103. 

Wird  eine  Gerade  um  einen  festen  Punkt  in  einer ;  festeo 
Ebene  oder  eine  Ebene  um  eine  feste  Axe  in  unverändertem  Sinne 
gedreht,    bis  sie  wieder   ihre  anfängliche  Stelle  einnimmt,    so   be- 
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schreibt  dieselbe  einen  Büschel  errter  Ordnung.  Ein  Ebenenbun- 
clcl  erster  Ordnung  i«t  der  Inbegriff  von  allen  Ebenen »  welche 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

Substituirt  man    in    einem   Büschel    I  I    Ordnung,    wel- 

^unj)arer' 

eher  aus  Winkeln    zusummcngesetzt    ist,    für    einen    dieser  Winkel 

_  _  ,         ...  ....  ,   ^         .         n       .    .    ( »nparer  1 

seinen  Nebenwinkel,  so  erhalt  man   (154)  einen  Büschel    {  } 

'    parer   ' 

Ordnung. 

IUI.    Betrachtet  man    nur  Gebilde,    welche  in  einerlei  Ebene 

liegen,   so  ist  in   der  Kegel  die  Anzahl  der 


Punkte,    weiche     eine    Liuie    s 

(   parer    )  ^    ,  .     .       ^ 

{  I  Ordnung  mit  einer  Ge- 

^  unparer ' 

raden  gemein  hat,  eine  |  \ 

\  unpare ' 

Zahl.     Die  Geraden,    welche  in 

Hinsicht  auf  die  Linie  s  von  der 

Regel    eine    Ausnahme    machen, 

gehören     eijiem    Strahlenbüschel 

on ,    \>elcher   mit  keinem  Strah- 

Icnbüschel  erster  Ordnung,  des- 

sen  Mittelpunkt  M  ausserhalb  der 

Linie  s  liegt,  ein  Stück  gemein 

hat. 

JG2.  Die  Anzahl  der  Punkte, 

welche  eine  Fläche  U    |  | 

^  unparer 

Ordnung  mit  einer  Geraden  ge- 
mein hat,  ist  in  der  Regel   eine 

I  (    Zahl,  so  dassdieGe- 

^  uiipare ' 

radcn ,  welche  in  Hinsicht  auf 
die  Fläche  U  von  der  Regel 
eine  Ausnahme  machen ,  und 
durch  einen  und  denselben  aus- 
serhalb  der  Fläche    btfiudlichen 


Strahlen ,  welche  ein  Stahlenbu- 

/    parer    ^    ^    , 
schel  s   I  I    Ordnung   mit 

\  unparer) 

einem  Strahlenbüschel  erster  Ord- 

.    ,  .        (    pare    ^ 

nuii(?cemein  bat,  eine    \  \ 

°^  '  ^  unpare  > 

Zahl.  Die  Mittelpunkte  der  Bü- 
schel erster  Ordnung,  welche  ia 
Hinsicht  auf  den  Büschel  s  von 
der  Regel  eine  Ausnahme  ma- 
chen, liegen  in  einer  Linie,  wel- 
che mit  keiner  ausserhalb  des 
Büschels  s  befindlichen  Geraden 
ein  Stück  gemein   hat. 

Die  Anzahl  der  Ebenen,  welche 

parer    \ 


ein  Ebenenbündel  U    j   *  | 

^unparer' 

Or<lnung  mit  einem  Ebenenbü- 
schel erster  Ordnung  gemein  hat, 

„       ,     .        (    pare    \ 
ist  in  der  Regel  eine    \  \ 

Mini>are' 

Zatil,  so  dass  die  Axen  aller 
Ebenenbüschel  erster  Ordnung, 
welche  in  Hinsicht  auf  den  Ebe- 
nenbündel U  von  der  Regel  eine 
Ausnahme  machen,  und  eine  au&- 


87 


Punkt  gehen,  eiqer  oder  eiuigeu 
Winkelfliiclien  angehören  und 
also  keinen  Winkelraum  erfüllen. 


scrhülb  desselben  Ijefindliche  Ebe- 
ne mit  einander  gemein  haben, 
einem  oder  einigen  Strahleubü- 
acheln  angehören. 


163.  Zq  jeder  RegelÜäche  R    f  }    Ordnung  gehört  ein 

'unparer' 

flbeneubundcl  R    {  |    Ordnung,    welcher  nämirch  der  Inbe- 

Minparer' 

griff  von  allen  Ebenen  ist,  deren  jede  durch  eine  Gerade  der  Re- 
gelfläche geht. 

Es  sey  a  eine  Gerade,  so  dass  weder  die  Regelfläche  R  und 
die  Gerade  a  noch  der  Ebenenbündel  R  und  der  Ebcnenbüschel  a 
von  den  im  Vorigen  erwähnten  Regeln  eine  Ausnahme  machen. 
Bemerkt  man  nun,  dass  zu  jedem  Punkte,  welchen  die  Fläche  R 
mit  der  Geraden  a  geraein  hat,  weil  in  ihm  diese  Gerade  von 
einer  Geraden  r  der  Fläche  geschnitten  wird,  eine  Ebene  ar  ge- 
hört, welche  der  Ebenenbündel  R  mit  dem  Ebenenbüschel  a  ge- 
mein hat,  so  folgt  der  Satz. 

164.  Wenn  in  einem  einförmigen  Grundgcbilde  ein  Element  P 
sich  bewegt  hat  und  während  der  Bewegimg  mit  dem  festen  Ele- 
mente B  zusammengefallen  ist,  ohne  hiebei  den  Sinn  der  Bewe- 
gung geändert  zu  haben,  so  soll  gesagt  werden,  dass  das  Ele- 
ment P  über  das  Element  B  sich  hinwegbewegt  habe. 

Beschreibt  in  einem  einförmigen  Grundgcbilde  u  ein  Element 

P  ein  Gebilde    (  }    Ordnung,   so  bewegt  es  sich,   von  wel- 

^unparer ' 

ehern   festen  Elemente   die   Bewegung    ausgehen   mag,   über  jedes 

/   pannal    j 
andere  feste  Element    des  einförmigen  Grundgebildes    J  | 

hinweg. 

Pa  hier  statt  eines  Büschels  sein  Schnitt  mit  einer  Geraden 
betrachtet  werden  kann,  so  kann  man  annehmen,  dass  u  eine 
Gerade  sey.  Beschreibt  aber  in  einer  Geraden  ein  Punkt  P  von 
A  ausgehend  eine  geschlossene  Linie,  welche  eine  nicht  durch  A 
gehende  Ebene  n  mal  schneidet,  so  muss  er  über  die  Spur  der 
Ebene  n  mal  sich  hiuwegbewegen,  woraus  der  Satz  folgt.  Wenn 
z.  B.  ein  Punkt  rucrst  die  Strecke  ABC  und  alsdann  die  Strecke 
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CBA  beschreibt,  »o  hat  er  eine  Linie  parer  Ordnung  beschrieben. 
Substituirt  tnun  für  ein  Sti\ck  AD  dieser  Linie  dessen  Ergänzung 
AD,  so  erhält  man   eine  Linie  unparer  Ordnung, 

Anw.     Wenn    nicht    aiiKdrucklicIi    bemerkt    wird    oder    aus   dem  Zu 
■Quiiucnlianp;«  hrrvoi^olit ,   duHM   ein  Gebilde  eine  B(eti<re  Aufein« 
andrrfol^re  von   Elcinenten  enthülle    oder  enthalten    könne,   dereu 
jedes  üiter  als  einmal  z.u   ziihlen    iHt,    ro    wird,    wie  bisher ,    sa 
onch  in  der  Ful^^e  ani^enomineii ,  das«  dem  nicht  so  sey. 


los.  Eine  Linie  s    j    *  j 

'  unparcr  ■ 

Ordnung  wird  aus  jedem  ausser- 
halb dcr:ielljeu  bcfHullichenPunktc 
S    durch     eine    >Vinkelllache    S 

/    parer    ^    ^    , 

{  }    Ordnung  proiictrt, 

t  unparcr ) 


_,     _,,  ,  ,.     .    ,  /    parer   . 

Eni  Ebenenbuschcl  \  J 

( unparer) 

Ordnung  wird  von  jeder  ihm 
nicht  zugehörigen  Ebene  in  ei- 
nem Strahlenbüschel    \  J 

*  unparer ' 

Ordnung  geschnitten. 


Die  Spur  eines  Strahlcnbüschcis    I    r— "•    j    Ordnung  in  einer 


Schneidet  nämlich    die  Linie  s    eine    durch    den  Punkt  S  ge« 

hende  Ebene  n  mal,   so    wird    diese  Ebene   auch    von  der  Winkcl- 

lläche  S   n  mal    geschnitten.      In    der    Geometrie    der    Ebene   steht 

dem   Satze  linker  Hand  folgender  gegenüber: 

parer    ^ 

unparer 

^        ,  ,  ,      ..         .  ,  ,  ..         .        .       r  .  .      i    parer    » 

(jeradcn  u,    welche  ihm  nicht  angehört,   ist  eme  Linie    {  '    | 

'  unparer ' 

Ortliuiiig,    so    dass  also,   wenn  ein   Strahl  den   Büschel  beschreibt, 

seine  Spur  in    der  Geraden  u    über   jeden   festen  Punkt   derselbe« 

i    parmal    \    ..  ^ 

>  .  i    ninweffReht. 

' unpürmar 


166.  Eine  Linie  s 


j   parer    . 
^  unparer ' 


parer 
ipc 

Ordnung  v%ird  aus  jeder  Axe  o, 
welche  weder  mit  der  Linie  ei- 
nen Punkt  gemein  hat,  noch 
mit  ihr  in  einerlei  Ebene  liegt, 
durch        einen       Ebenenbüschel 

\  J    Ordnung  nroiicirt. 

'  unparer'  * 


Ein  Ebenenbüschel    }  } 

*  unparer ' 

Ordnung  wird  von  jeder  Gera- 
den, welche  weder  in  einer  sei- 
ner Ebenen  liegt,  noch  von  aU 
len  in  einem  und  demselben 
Punkte  geschnitten  wird,  in  ei- 

_  .   .      /    parer    j      ^    . 
ner  Linie    {  )      Ordnung 

'  Unnarpr  ' 


iparer 


geschnitten. 


69 

Schneiilet  nämlich  eine  durch  a  gehende  Ebene  E  die  Linie  s 
in  n  Punkten,  so  muss  auch,  wenn  ein  Punkt  P  von  einem  aus- 
«crhalb  der  Ebene  E  befuullichen  Punkte  ausgehend  die  Linie  s 
beschreibt,  die  Ebene  aP  n  mal  über  die  Ebene  E  sich  hinweg- 
bewegen.    Aus  dem  Satze  rechter  Hand  folgt  noch; 

Wenn  eine  Ebene  einen  geschlossenen  Ebenenbüschel  be- 
schreibt, welchem  die  unendlich  ferne  Ebene  nicht  angehört,  so  wen- 
det sie  am  Ende  jedem  eigentlichen  Punkte,  der  nun  nicht  in  ihr 
liegt,  dieselbe  Seite  zu,  welche  sie  ihm  Anfangs  zugewendet  hat, 
oder  die  entgegengesetzte  Seite,  je  nachdem  der  Büschel  von 
))Hrer  oder  unparer  Ordnung  ist, 

167,  Eine  ßegelfläche  R   (  j    Ordnung  wird  aus  jedem 

( unparer ' 

nicht     in     ihr     liegenden    Punkte    S    durch    einen     Ebenenbüschel 

j    *  }    Ordnung    nrojicirt,    welcher    nämlich,    wenn    eine   Gc- 

( unparer  J 

rade  p   die  Regelfläche   beschreibt,   von   der  Ebene  Sp   beschrie- 
ben wird. 

Es  entspreche  dem  Ebenenbündel  R  in  dem  einen  von  den 
zwei  reciproken  Systemen  die  Regclfläche  Ri  im  andern  und  dem 
Punkte  S  im  erstem  die  Ebene  Sj  im  letztern.  Da  nun  die  Re- 
gelflächen R,  Ri  nach  ICO  und  163  entweder  Leide  von  parer 
oder  beide  von  unparer  Ordnung  sind,  und  dasselbe  von  dem  im 
Satze  erwähnten  Ebenonbüschel  und  der  ihm  entsprechenden  Li- 
nie gilt,  in  welcher  die  Fläche  Ri  von  der  Ebene  Sj  geschnitten 
wird,  so  folgt  der  Satz  aus  156. 

168,  Wird   eine  Regelfläche    {    ^  \    Ordnung,    der   keine 

i unparer) 

unendlich  ferne  Gerade  angehört,  von  einer  Geraden  beschrieben, 

•o  nimmt   diese   zuletzt    {  j    "Verwechslung   der   beiden    in   ihr 

^rait    ' 

enthaltenen  Richtungen  die  anfängliche  Stelle  wieder  ein. 

Da  nämlich  hier  nur    die  Li^ie  c    in  Betrachtung   kommt,    in 

welcher  die   endlich    ferne   Ebene   von    der  Regelfläche   geschnitten 

wird,  so  kann  man  für  diese  Fläche,  wenn  sie  keine  >Vinkelfläche 

ist,  eine  Winkelfläche  substituiren,  welche  jene  Linie  c  am  irgend 

einem  eigentlichen  Punkte  projicirt.    15. 
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Von  den  ebenen  Figuren  und  den  ihnen  verwandten  Gebilden. 

169.  Jeile«  Stuck  einer  Ebene,  welches  als  der  Schnitt  eines 
Strablenkogcl*  betrachtet  werilcn  kann,  soll  eine  ebene  Figur  heis- 
gen.  Gleichwie  nun  in  einem  Strahlenkegel  keine  Wiiikellläche 
unnarer  Ordnung,  so  ist  auch  in  einer  ebenen  Figur  keine  Linie 
uuparcr  Ordnung  enthalten. 

Ist  von  einem  gewöhnlichen  StrallenLundcl  ein  eigentliches 
ebenes  System  ein  Schnitt,  so  entspricht  jedem  Strahlenkegel, 
dessen  Mantel  von  der  zum  ebenen  Systeme  parallelen  Ebene  des 
Strahlenbundels  weder  beriihrt  noch  geschniUen  virti,  eine  eigent- 
liche (endliche)  Figur.  >Vird  der  Miintcl  eines  Struhlenkegels  vou 
jtner  Ebene  in  einem  Strahle  berührt,  so  geht  die  ihm  entspre- 
chende Figur  ins  Unendliche.  Wird  ein  Strahlenkegel  durch  jene 
Ebene  (einen  in  ihr  befnullichcn  Winkel)  in  zwei  Theile  gelheilt, 
S(i  wird  die  ihm  entsprechende  Figur  durch  die  in  ihr  befindliche 
unendlich  ferne  Strecke  in  zwei  Theile  getheilt,  welche,  weil  ihr 
Zusammenhang  im  Unendlichen  liegt,  nach  der  gewöhnlichen  An-, 
siebt  nicht  zusamenhängen. 

Jede  ebene  Figur,  deren  Umfang  mit  irgend  einer  Geraden 
»,  welche  in  der  nämlichen  Ebene  liegt,  keinen  Funkt  gemein 
hat,  kaim,  wenn  sie  auch  keine  eigentliche  Figur  ist,  doch  als 
die  Projektion  einer  eigentlichen  Figur  betrachtet  werden.  Pro- 
jicirt  man  nämlich  die  Figur  aus  irgend  einem  ausserhalb  ihrer 
El)ene  befintUichen  eigentlichen  Punkte  M ,  so  erhält  man  eineu 
Stralilenkegel,  welcher  von  jeder  zur  Ebene  Ma  parallelen  Ebene 
in  einer  eigentlichen   Eigur  geschnitten  wird. 


170.  Eine  Ebene  wird  (16) 
hU  System  von  Punkten  durch 
j«de  in  ihr  befimlliche  Linie  f 
parer    Ordjiung,    welche    durch 


Durch  jeden  Strahlenbüschel 
fi  parer  Ordnung,  in  welchem 
kein  Strahl  öfter  als  einmal  zu 
zählen   ist,   wird  das  System  von 


keinen    Punkt    öfter    als    einmal  ^  allen  mit  ihm   in   einerlei   Ebene 


giht,  in  zwei  Systeme  getheilt, 
\on  welchen  das  eine  eine  von 
der    Linie   f  eingeschlossene  Fi- 


befindlichen  Geraden  in  zwei 
Systeme  getheilt,  von  welchen  tlas 
eine,   welches  von  dem  Büschel  fi 


gur    ist    (keine    Linie    unparer  \  ausg«. schlössen  heisscn  soll,  kei- 


Ol 


Ordnung  in  sich  enthalt),  wäh- 
rrnd  im  andern  unendlich  viele 
Linien  unparer  Ordnung  enl- 
liulten  sind.  Jede  Linie,  welche 
in  der  Ebene  liegt  und  einen 
Punkt  des  einen  Systems  mit 
einem  Punkte  des  andern  ver- 
bindet, bat  mit  der  gemein- 
schaftlichen Grenze  f  der  bei- 
den Systeme,  durch  welche  die 
Punkte  von  einander  getrennt 
sind,  wenigstens  einen  Punkt 
gemein. 


nen  Strahlcnbuschel  imparrr  Ord- 
nung in  sich  enthält,  während 
im  andern  unendlich  viele  sol- 
che IJüschcl  enthalten  sind.  Je- 
der Strahfonbüscliel,  welcher  eine 
Gerade  des  einen  Systems  mit 
einer  Geraden  des  andern  ver- 
bindet, hat  mit  der  gemein- 
shaftlichen  Grenze  fi  der  bei- 
den Systeme,  durch  welche  die 
Geraden  von  einander  getrennt 
sind ,  wenigstens  einen  Strahl 
gemein. 


Von  je  zwei  begrenzten  Systemen,  welche  einerlei  Gr'enze 
haben,  soll  jedes  die  Ergänzung  des  andern  genannt  werden. 
Sind  ein  ebenes  System  und  ein  Strahlenbündel  zu  einander  reci- 
prok,  so  entspricht  in  ihnen  jeder  Figur  (jedem  von  emer  Linie 
eingeschlossenen  Systeme  von  Punkten)  ein  von  einem  Ebenonbü- 
schel  ausgeschlossenes  System  von  Ebenen  und  jedem  von  einem 
Strahlenbüschel  ausgeschlossenen  Systeme  von  Geraden  ein  von 
einer  Winkelfläche  eingeschlossenes  System  von  Strahlen.  Die 
Ergänzungen  von  entsprechenden  Systemen  entsprechen  einander 
ebenfttlls. 


i7L  Jede  Linie  f,  durch  wel- 
che eine  Ebene  als  System  von 
Punkten  in  zwei  Systeme  F,  F' 
getheilt  wird,  die  in  jedem  Stücke 
der  Linie  aneinander  ctosseo,  ist 
von  parer  Ordnung, 


Jeder  Strahlenbuschel,  durch 
welchen  das  System  von  allen 
in  einerlei  Ebene  liegenden  Ge- 
raden, in  zwei  Systeme  getheilt 
wird,  die  den  Büschel  zur  ge- 
meinschaftlichen   Grenze    haben, 


ist  Ton  parer  Ordnung, 
Die  Linie  f  wird   nämlich   von  jeder  in  der  nämlichen  Ebene 

befindlichen  Geraden,    da   diese  eben  «o  oft  von  F  in  F'  als  von 

F^  in  F  übergeht,  parmal  geschnitten. 

172.    Versteht    man    unter   einem    ebenen    n  Ecke  eine   ebene 

Figur,  welche  von  n  Strecken  eingeschlossen  ist,  so  giebt  e»  sechs 

Arten   von    Dreiecken.     Die   drei  Seiten    eines   Dreiecks    können 

uämlich  seyn: 


Di 

j)  Drei    eiuMiche    Slreckeu ,  was    beim   eDtilichen  Dreiecke    tier 

Fall   ist. 

2)  Eine  endliche  Strecke  und  jiwei  (einstimmig-parallele)  Halb- 
strahlen. 

3)  Zwei  U.ilbstrahlen  und  eine  im  Unendlichen  liegende  Strecke, 

4)  Zwei  (entgegengesetzt-parallele)  Halbstrablen  und  eine  durch 
das  Unendliche  gehende  Strecke. 

5)  Eine  endliche  und  ?wei  durch  das  Unendliche  gehend« 
Strecken, 

6)  Drei  im  Unendlichen  liegende  Strecken,  so  dass  also  das 
Dreieck  der  Schnitt  einer  dreiseitigen  Strahlenpyraraide  niil 
der  unendlich  fernen  Ebene  ist. 

Durch  die  in  ihm  liegende  unendlich  ferne  Strecke  wird  eiq 
Dreieck  der  vierten  Art  in  zwei  Dreiecke  der  dritten  Art,  ein 
Dreieck  der  fünften  Art  aber  in  ein  Dreieck  und  ein  Viereck  ge^ 
theilt. 

Eben  so  giebt  es,  wenn  man  unter  einem  n  Kante  eine  (eigent- 
liche) n  seitige  Strahlenpyramide  oder  ein  n  seitigcs  Strahlenprisina 
versteht,  sechs  Arten  von  Dreikanten,  nämlich  das  gewöhnliche 
Dreikant,  welches  einen  eigentlichen  Mittelpunkt  hat,  und  fünf 
Arten  von  dreis^^itigen  Strahlenprisraen ,  welchen  den  fünf  ersten 
Arten  von  Dreiecken  entsprechen,  wenn  ein  ebenes  System  als 
ein  Schnitt  eines  Parallelstrahlenbündels  betrachtet  wird.  Jedem 
Dreiecke  der  ersten  Art  entspricht  ein  eigentliches  dreiseitiges 
Strahlenprisina.  Jedem  Dreiecke  der  dritten  Art  (hohlen  ebenen 
Winkel)  entspricht  ein  dreiseitiges  Strahlenprisma  der  dritten  Art 
(ein  hohler   Flachenwinkel). 

173.  Eine  Ebene  wird  durch  drei  Gerade,  welche  nicht  in 
einem  und  demselben  Punkte  sich  schneiden,  in  vier  Dreiecke  ge- 
theilt,  von  welchen  je  zwei  eine  Seite  und  den  ihr  gegenüberlie- 
genden NVinkel  mit  einander  gemein  haben.  Je  zwei  von  den 
drei  Geraden  bilden  nämlich  mit  einander  zwei  >Vinkel,  deren 
jeder  durch  seinen  Schnitt  mit  der  dritten  Geraden  in  zwei  Drei- 
ecke gcthellt  wird.  Liegen  zwei  Punkte  in  einem  und  demselben 
\on  den  vier  Dreiecken,  so  wird  von  den  beiden  Strecken,  wel- 
che sie  \erbinder.,  die  eine  von  keiner  der  drei  Geraden  und  also 
die  andere  >o:;  jeder  derselben  geschnitten. 
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Schneiden  sich  die  drei  Geraden  in  drei  eigentlichen  Punk- 
ten, so  ist  das  eine  Von  den  vier  Dreiecken  ein  endliches  Drei- 
eck, wiihrrnd  die  drei  übrigen  von  der  fünften  Art  sind.  Sind 
zwei  von  «len  drei  Geraden  zu  einan<ler  parallel,  so  sind  zwei 
Von  tlen  vief  Dreiecken  von  der  zweiten,  die  beiden  übrigen  aber 
Von  der  vierten  Art.  Schneiden  sich  nur  zwei  von  den  drei  Ge- 
raden in  eiiiCm  eigentlichen  Funkte,  so  dass  also  die  dritte  Ge- 
rade die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  ist,  so  sind  alle  vier 
Dreiecke  von  der  dritten  Art.  Ist  die  Ebene  selbst  di«  unend- 
lich ferne  Eb-ene,  so  sind  alle  vier  Dreiecke  von  der  sechsten  Art. 

174.  Wenn  die  <lrei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  und  ein 
Punkt  P,  welcher  in  ihm  liegt,  oder  eine  Gerade  p,  welche  mit 
seinem  Umfange  keinen  Punkt  gemein  hat,  aber  mit  ihm  in  einer- 
lei Eben«  liegt',  gegeben  sind,  so  ist  das  Dreieck  bestimmt. 
Jede  Strecke,  welche  zwei  von  den  drei  gegebenen  Eckpunkten 
Verbindet,  und  Von  der  Geraden,  die  aus  dem  dritten  Eckpunkte 
tlen  Punkt  P  projicirt,  geschnitten,  oder  von  der  Geraden  p  nicht 
.geschnitten  wirtl,  ist  eine  Seite  des  Dreieck». 

Hat  man  irgend  eines  von  den  vier  Dreiecken,  welche  die 
tlrei  Punkte  A,  B,  C  zu  Eckpunkten  bal>en>,  diirch  ABC  be 
iseichnet,  so  kann  man  die  drei  übrigen,  von  welchen  das  eine 
tlie  Seite  A  B,  das  andere  die  Seite  AC  und  <ias  dritte  die  Seite 
BC  mit  dem  erstem  gemein  hat,  tlurch  AB'C,  AGB,  BGA 
bezeichnen,  so  dass  also  von  diesen  drei  letztern  Dreiecken  das 
•erste  und  zweite  die  Seite  BC  (oder  CB),  das  erste  und  dritte 
tue  Seite  AC  und  das  zweite  nnd  dritte  die  Seite  AB  gemein 
haben. 

175.  Zwei  nicht  eoncentrische  Winkel  ab,  ac,  welche  in 
•einerlei  Ebene  liegen  und  einen  Schenkel  gemein  haben,  durch- 
schneiden sich  in  einem  Dreiecke,  dem  jeder  Punkt  angehört,  in 
^welchem  ein  Strahl  des  einen  Winkels  von  einem  Strahle  lies  an- 
dern geschnitten  wird.  W^erden  jene  Winkel  durch  p,  q  und  ihre 
Webenwinkel  durch  pi,  qi  bezeichnet,  so  kann  man  die  vier 
Dreiecke,  -welche  die  Geraden  a,  b,  c  mit  einander  bilden,  durch 

V^>  P<Ji»  Pi<l»  Pi<ii  bezeichnen. 

176.  Wird  in  einem  gewöhnlichen  Strahlenbündel,  von  wel- 
cbem   ein  ebenes  System    ein  Schnitt   ist,    ein  Vierkant  angenora- 
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men,  so  entspricht  diesem  nur  dann  ein   endliches  Viereck  >    wenn 

die  schneidende  Ebene  eine  eigentliche  Ebene  ist,  und  die  zu  ihr 
pnrailcle  Ebene  des  Strahlciibündels  den  Mantel  des  Vierkants 
weder  berührt  noch  schneidet.  Da  aber  diese  Ebene  den  Mantel 
de«  Vierkants  in  einer  Kaute  oder  in  einer  Seite  berühren  oder 
das  Vierkant  in  zwei.  Dreikante  oder  in  ein  Dreikant  und  ein 
"\  icrkant  otler  in  ein  Dreikant  und  ein  Füufkant  oder  in  zwei 
Vierkante  theilcn  oder  die  schncideude  Ebene  die  unendlich  ferne 
•  Ebene  seyn  kann,  so  gicbt  es  acht  Arten  von  ebenen  Vierecken, 
vorausgesetzt,  dass  nur  Vierecke  mit  ausspringenden  Winkeln  be- 
trachttt  werden.  Aligemein  ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Ar- 
ten von  ebenen  n  Ecken,    welche  lauter  ausspringende  Winkel  ha- 

3n  +  3        ,         3n  +  4        .  ,  ,  ..... 

bcn  entweder oder  ,    le   nachdem   namlich    n 

eine  unpare  oder  pare  Zahl  ist. 

177.  Vier  Gerade  a,  b,  c,  d,  welche  durch  einen  und 
denselben  Punkt  gehen,  von  welchen  aber  keine  drei  in  einerlei 
Ebene  liegen,  sind  die  Kanten  von  drei  Vierkanten  ab  cd,  acdb, 
adbc,  deren  jedes  lauter  ausspringeude  Winkel  hat,  und  von 
welchen  je  zwei  in  zwei  einander  gegenüberliegenden  Seiten  an 
einanderstossen.  Man  erhält  die  sechs  Seiten  dieser  drei  Vier- 
kante, wenn  man  je  zwei  von  den  vier  Geraden  dnrch  einen 
ebenen  NViukel  verbindet,  welcher  von  der  «lurch  die  beiden  übri- 
gen Geraden  bcstiuunlen  Ebene  nicht  geschnitten  wird.  Eben  so 
sind  vier  Punkte,  welche  in  einerlei  Ebene,  von  welchen  aber 
keine  drei  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  die  Eckpunkte 
vou  <lrei  Vierecken  ,  deren  jetles  lauter  ausspringende  Winkel  bat, 
und   welche  zusammen   die  ganze  Ebene  erfüllen. 

178.  Wenn  die  Grenze  eines  Struhlenkegels  von  keiner 
Ebine  in  mehr  als  zwei  Strahlen  geschnitten  wird,  «o  ist  je<ler 
Strahl  a  seiner  Ergänzung  die  Axe  eines  um  ihn  beschriebenen 
Flachenwinkels.  Man  kann  nändich  eine  Ebene,  welche  durch  die 
Gerade  a  geht  und  den  Mantel  des  Strahlenkegels  schneidet,  in 
jedem  Sinne  um  jene  Gerade  sich  drehen  lassen,  bis  die  Schnitt- 
linien in  einander  fallen.  Geschieht  diess  bei  der  Drehung  in  dem 
einen  Sinne  in  dem  Strahle  b  und  bei  der  Drehung  im  andern 
Sinne  in    dem    Strahle  c,    so   sind  ab,  ac    die    Schenkel    des    er- 
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wähnten  Fliichcnwinkcls.  —  Wurden  die  drei  Geraden  a,  b,  c 
in  einerlei  Elicne  liegen,  so  würde  diese  um  jede  vierte  Gerade, 
welche  durch  die  beiden  letztern  von  der  erstem  getrennt,  so 
gedreht  werden  können,  dass  sie  den  Mantel  des  Strahlenkegels 
in   vier  Strahlen  schneiden  inQsste. 

Wird  der  Uinfimg  einer  ebenen  Figur  von  keiner  Geraden 
in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten ,  so  ist  jeder  Punkt  ihrer 
Ergänzung  der  Mittelpunkt  eines  um  «ie  beschriebenen  ebenen 
Winkels,  daher  die  Figur  (IG9),  wenn  sie  auch  keine  eigentliche 
Figur  ist,  doch  als  die  Projektion  einer  eigentlichen  Figur  be- 
trachtet werden  kann. 

170.  Wenn  der  Umfang  f  einer  ebenen  Figur  F  von  kei- 
ner Geraden  in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wird,  so  soll 
die  stetige  Aufeinanderfolge  g  von  Geraden,  welche  die  Linie  f 
berühren,  der  diese  Linie  oder  auch  der  die  Figur  F  umhüllende 
Strahlenbüschel  genannt  werden.  Durch  den  Strahlenbüschel  g 
wird  das  System  von  allen  in  der  Ebene  befindlichen  Geraden  in 
zwei  Systeme  getheilt,  von  welchen  das  eine  G  von  dem  Büschel, 
so  wie  auch  von  der  Linie  f  ausgeschlossen  ist,  das  andere  G^ 
aber  unendlich  viele  Ftrahlenbüschel  erster  Ordnung  in  sich  ent- 
hält. Eine  Gerade,  welche  nicht  in  der  gemeinschaftlichen  Grenze 
dieser  bei4len  Systeme  liegt,  gehört  dem  erslera  oder  dem  letz- 
tern an,  je  nachdem  sie  die  Linie  f  nicht  schneidet  oder  schnei- 
det. Ist  F  eine  geradlinige  Figur,  so  ist  der  Büschel  g  aus  den 
Aussenwinkeln  derselben  zusairmengesetzt.  Bildet  aber  <lie  Linie 
f  keine  Ecke,  so  ist  g  der  ihr  sich  anschmiegende  Strahlen- 
büschel. 


Eine  Gerade  hat  mit  der  Li- 
nie f  entweder  zwei  Punkte  A,B 
oder  gar  keinen  Punkt  oder 
eine  Strecke  oder  einen  Punkt 
gemein,  je  nachdem  sie  nämlich 
in  dem  Systeme  G^  oder  in  dem 
Systeme  G  enthalten  ist,  oder 
die  Linie  f  in  einer  Strecke 
oder  in  einem  Punkte  berührt. 
Im  ersten  Falle  wird  die  Gerade 


Ein  Strahlenbüschel  ersler 
Ordnung  hat  mit  dem  Büschel 
g  entweder  zwei  Strahlen  a,  b 
oder  gar  keinen  Strahl  oder 
einen  Winkel  oder  einen  Strahl 
gemein,  je  nachdem  nämlich 
sein  Mittelpunkt  in  dem  Sy- 
steme F*  oder  in  dem  Systeme 
F  enthalten  oder  ein  Eckpunkt 
der   Linie  f  oder   ein   anderer 
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durch  <1ie  beiden  Punkte  A ,  B 
in  zwei  Strecken  getheilt,  von 
welchen  <iie  eine  in  die  Figur 
F  beschrieben,  die  andere  aber 
in  der  Ergänzung  F*  dieser  Fi- 
gur enthalten  ist.  In  den  übri« 
gen  Fallen  liegt  kein  Punkt  der 
Geraden  in  der  Figur  F. 


Punkt  derselben  ist.  Im  ersten 
Falle  wird  der  Strahlenbuschet 
eruier  Ordnung  durch  die  bei- 
den Strahlen  a,  b  in  zwei  Win- 
kel getheilt,  von  welchen  der 
eine  dein  Systeme  G  angehört^ 
der  andere  aber  um  die  Figur 
F  beschrieben  ist.  In  den  übri- 
gen Fällen  liegt  kein  Strahl  des 
Strahlenbi'ischels  in  dem  Sy- 
steme G. 

ISO.  In  zwei  reciproken  ebenen  Systemen  ^,  ^i  entspricht 
jeder  Figur  F,  deren  Umfang  f  von  keiner  Geraden  in  mehr  als 
zwei  Punkten  geschnitten  wird ,  ein  vom  Umfange  einer  solchen 
Figur  ausgeschlossenes  System  F|  von  Geraden.  Gleichwie  näm- 
lich der  die  Linie  f  umhüllende  Strahlenbiischel  g  mit  einem  Strah- 
lenbüschel erster  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Linie  f  liegt, 
entweder  nur  einen  Strahl  oder  einen  \Ninkel,  mit  einem  andern 
Strahlenbiischel  erster  Ordnung  aber  entweder  gar  keinen  Strahl 
oder  zwei  Strahlen  gemein  hat,  so  bat  die  Linie  gi  mit  einer 
Geraden,  welche  dem  Bi'ischel  ft  angehört,  entweder  nur  einen 
Pimkt  oder  eine  Strecke,  mit  einer  andern  Geraden  aber  entwe- 
der gar  keinen  Punkt  oder  zwei  Punkte  gemein.  Jeder  Winkel, 
welcher  un\  die  von  der  Linie  gi  ewigcschlossene  Figur  Gi  be- 
schrieben ist,  ent5priclit  einer  Strecke,  welche  von  einer  in  die 
Figur   F   beschriebenen  Strecke  die  Ergänzung  ist,  u.  s.   w. 

Wenn  die  Linie  f  aus  m  Strecken  und  n  Curvpu  zusammen- 
gesetzt ist  und  r  Ecken  bildet,  so  muss  die  Linie  gi  aus  rStre« 
ckeu  und  n  Curven  zusammengesetzt  seyn  und  m  Ecken  bilden. 
Ist  F  ein  nEck,  so  ist  auch  Gj  ein  n  Eck.  Jeder  Seite  des  einen 
entspricht  ein   Aussenwinkel  des  andern. 

Ninmit  man  an,  dass  das  zweite  ^i  von  den  zu  einander 
reciproken  Systemen  ein  Strahlenbündel  ist  ^  so  ist  Gi  ein  Strah- 
lenkegel, dessen  Mantel  gi  von  keiner  Ebene  in  mehr  als  zwei 
Geraden  geschnitten  wird ,  und  Fi  das  von  der  Fläche  gi  und 
den;  sie  uuihüllenden  Ebeneubüschel  ausgeschlossene  System  von 
Ebenen.     Je  zwei  Nebenwinkeln,    von    welcher    der    eine    um   die 
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Figur  F  beschrieben  ist,  und  also  der  andere  dem  Systeme  G 
von  Geraden  angehört,  entsprechen  zwei  Nebenwinkel,  von  wel- 
chen der  eine  ein  Schnitt  des  Systems  Fi ,  der  andere  aber  ia 
den  Strahlenkegel  Gi  beschrieben  ist,  u.  s.  w. 

ISI.  Es  sey  wieder  F  eine  ebene  Figur,  deren  Umfang  f 
von  keiner  Geraden  in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wird, 
und  G  das  von  der  Linie  f  und  den  sie  umhüllenden  Struhleubü- 
«chcl  g  ausgeschlossene  System  von  Geraden. 


Dreht  sich  eine  Gerade,  wel- 
che die  Linie  f  in  zwei  Punk- 
ten 8chnei<let,  um  einen  Piuikt, 
der  entweder  in  der  Figur  •F 
oder  in  ihrer  Ergänzung  liegt, 
80  bewegen  sich  die  Schnitt- 
punkte in  der  Linie  f  im  letz- 
tern Falle  im  entgegengesetzten 
Sinne,  im  erstem  Falle  aber  in 
einem  und  demselben  Sinne,  so 
dass,  wenn  die  Gerade  einen 
Strahlenbüschel  erster  Ordnung 
beschreibt,  zuletzt  jeder  von 
den  beiden  Schnittpunkten  die 
anfängliche  Stelle  des  andern 
einnimmt. 

In  der  Linie  f  sind  zwei 
Punkte ,  in  welchen  sie  von  ei- 
ner Geraden  geschnitten  wird, 
durch  zwei  andere  solche  Punkte 
getrennt  oder  nicht  getrennt,  je 
nachdem  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Geraden  in  der  Figur 
F  oder  ausserhalb  derselben 
liegt. 

Die  Figur  F  wird  durch  jede 
Gerade,  welche  die  Linie  f 
schneidet,    (durch  jede    in    sie 


Bewegt  sich  der  Mittelpunkt 
eines  um  die  Figur  F  beschrie- 
benen Winkels  in  einer  Gera- 
den, welche  entweder  im  Sy- 
steme G  oder  in  der  Ergänzung 
desselben  enthalten  ist,  so  be- 
wegen sich  seine  Schenkel  in 
dem  Büschel  g  im  letztern  Falle 
im  entgegengesetzten  Sinne,  im 
erstem  Falle  aber  in  einem  und 
demselben  Sinne,  so  dass,  wenn 
der  Mittelpunkt  des  Winkels 
jene  Gerade  beschreii>t,  zuletzt 
jeder  seiner  Schenkel  tlie  an- 
fängliche Stelle  des  andern  ein- 
nimmt. 

In  dem  Büschel  g  sind  die 
Schenkel  eines  um  die  Figur  F 
beschriebenen  Winkels  durch 
zwei  andere  solche  Strahlen  ge- 
trennt oder  nicht  getrennt,  je 
nachdem  die  Gerade,  welche 
die  Mittelpunkte  der  beiden 
Winkel  verbindet,  dem  Systeme 
G  oder  seiner  Ergänzung  an- 
gehört. 

Das  System  G  wird  durch 
jeden  ausserhalb  der  Figur  F 
befindlichen   Punkt   (durch   den 
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beschriebene  Strecke)  in  zwei 
Figuren  getheilt.  Jede  Strecke, 
%^flche  einen  Punkt  der  einen 
dieser  Fignren  mit  einem  Punkte 
der  andern  verbindet,  und  die 
Linie  f  nicht  schneidet,  wird 
TOD  jener   Geraden    gescimittcn. 


Nebenwinkel  eines  jedeo  nm  die 
Figur  F  beschriebenen  Winkels) 
in  zwei  Systeme  getheilt.  Jede 
Gerade  des  einen  dieser  Systeme 
bildet  mit  jeder  Geraden  de» 
andern  zwei  Winkel,  von  wel- 
chen der  eine  die  Figur  F,  «1er 
andere  aber  jenen  Punkt  iu  sieb 
enthält. 

1S2.  Das  System  von  allen  in  einer  und  derselben  Ebene 
befindlichen  Geraden  wird  durch  drei  Punkte  A,  B,  C,  welche 
nicht  in  einer  und  derselben  Geradefi  liegou,  in  >ier  Systeme  ge- 
theilt, deren  jedes  vom  Umfange  eines  Dreiecks  ausgeschlossen 
ist.  Je  z\Tei  Gerade,  welche  einem  und  demselben  von  den  vier 
Systemen  angehören,  können  durch  einen  Winkel  verbunden  wer- 
den, welcher  keinen  der  drei  Punkte  in  sich  enthält,  während  je 
zwei  Gerade,  welche  verschiedeneu  Systemen  angehören,  durch 
jene  Punkte  getrennt  sind. 

Bezeichnet  man  die  vier  Dreiecke,  welche  die  drei  Pimkte 
A,  B,  C  zu  Eckpunkten  haben,  durch  ABC,  AB*C,  AC'B, 
BCA,  so  kann  man  durch  dieselben  Ausdrücke  auch  die  vier 
Systeme  von  Geraden  bezeichnen.  Dem  Systeme  BC"A  von  Ge- 
raden, welches  nämlich  vom  Umfange  des  Dreiecks  BC"A  ausge- 
ßchlossea  ist,  gehört  jede  Gerade  an,  welche  die  beiden  Seiten 
AB,  AC   des  Dreiecks  ABC   schneidet. 


183.  rine  Ebene  wird  als 
Sxstem  von  Punkten  durch  n 
Gerade,  von  welchen  keine  drei 
durch  einen  und  denselben  Punkt 

.  n(n--l) 
gehen,  in ^-1  Sy- 
steme getheilt.  Ist  n  >  2,  so 
Ut  jedi's  dieser  Systeme  eine 
g«  ra«i!iiiige  Figur,  welche  lau- 
ter aus.-priiigende  Winkel  hat 
und  von  keiner  der  n  Geraden 
ein  Stück  in  sich  enthält.      Jc- 


Das  System  von  allen  in  ei- 
ner und  derselben  Ebene  be- 
ßndlichen  Geraden  wird  durch 
n  Punkte,  von  welchen  keine 
drei  in  einer  und  derselben  Ge- 

raden  liegen,    in ^1 

Systeme  getheilt.  Ist  n  >  2» 
so  ist  jedes  dieser  Systeme  vom 
Umfange  einer  geradlinigen  Fi- 
gur ausgeschlossen ,  welche  lau- 
ter   ausspringende    Winkel    hat, 
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der  Winkel,  welchen  zwei  der  und  diejenigen  der  n  Punkte, 
n  Geraden  mit  einander  bilden,  welche  keine  Eckpunkte  dersel- 
ist  von  zwei  solchen  Figuren  bcn  sind,  in  sich  enthält.  Jede 
ein  Aussenwinkel.  Strecke,  welche  zwei  der  n  Punkte 

verbindet,  ist  eine  gemeinschaft- 
liche Seite  von  zwei  solchen  Fi- 
guren, 

Der    Ausdruck  — stellt   die  Anzahl   der  Punkte   vor, 

2 

in  welchen  die  n  Geraden  sich  schneiden.  Um  sich  nun  zu  über- 
zeugen, dass  die  Anzahl  der  Systeme  jene  Zahl  immer  um  eins 
übertrf.ffe,  darf  man  nur  bemerken,  dass  diess  für  dzzz2  (auch 
für  n=z:l)  gilt,  und  dass,  wenn  zu  ra  Geraden  noch  eine  hinzu- 
kommt, jede  von  den  beiden  Zahlen  um  m  vermehrt  wird,  indem  • 
die  letzte  Gerade  durch  die  m  Punkte,  in  welchen  sie  die  m  er- 
stem schneidet,  in  m  Strecken  gethcilt  wird,  deren  jede  einci 
der  vorigen  Systeme  selbst  Mieder  in  zwei  Systeme  theilt.  Es 
lassen  sich  hieran  noch  folgende  Bemerkungen  knüpfen. 

I.  Wenn  die  Ebene  eine  eigentliche  Ebene  ist,  aber  unter 
den  n  Geraden  die  unendlich  ferne  Gerade  derselben  sich  befindet, 
und  die  Anzahl  der  übrigen  durch  r  bezeichnet  wird,  so  ist  die 
Anzahl     der    ins    Unendliche  gehenden    Figuren   =:z2r   und    also 

r(r+l) 


die    Anzahl    der   endlichen   Figuren  = 

iSL^  +  l. 


+  1— 2r  = 


II.     Ist  unter   den   Figuren   ein  nEck,   so  sind  die   übrigen 

.                    n  (n  —  3)    ,,.        , 
Figuren  n  Dreiecke  und Vierecke. 


Je  zwei  aufeinanderfolgende 
Aussenwinkel  des  nEcks  durch- 
schneiden sich  in  einem  Drei- 
ecke, je  zwei  nicht  aufeinander- 
folgende Aussenwinkel  aber  in 
einem  Vierecke« 


Jedes  System  von  Geraden, 
welches  zwei  aufeinaderfolgende 
Seiten  des  nEcks  schneidet,  ist 
vom  Umfange  eines  Dreiecks, 
jedes  System  aber,  welches  zwei 
nicht  aufeinanderfolgende  Seiten 
schneidet,  vom  Umfange  eines 
Vierecks  ausgeschlossen. 
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ITI.     Ist  nzn4,    so  siud    <lie  Fiyuren  vier  Dreiecke  und  drei 
Vierecke. 


Die  zwölf  Seiten  der  vier 
Dreiecke  sind  zugleich  «lie  zwulf 
Seiten  der  drei  Vierecke.  Je 
zwei  von  den  vier  Geraden  ent- 
halten von  einem  der  drei  Vier- 
ecke zwei  einander  gcgenüber- 
Ücgcndc  Seiten ,  von  jedem  der 
bellten  übrigen  aber  zwei  auf- 
einanderfolgende Seiten. 

IV.  Ist  nzz:5,  ^o  sind  die  Figuren  fünf  Dreiecke,  fiinf 
Vierecke  und  ein  Fiiufcck.  Kommt  nitinlich  zu  vier  Ccrndrii, 
durch  welche  die  Ebene  in  vier  Dreiecke  uiul  drei  Vierecke  ge- 
thcilt  wird,  noch  eine  fünfte  Gerade  hinzu,  welche  die  erstem  in 
vier  Punkten  schneidet,  so  werden  durch  die  rünfte  Gerade  zwei 
von  den  vier  Dreiecken  und  zwei  von  den  <lrei  Vierecken  ge- 
thellt.  Dass  aber  nicht  jedes  von  diesen  beiden  Vierecken  in  ein 
Fünfeck  und  ein  Dreieck  und  auch  nicht  jedes  in  zwei  Vierecke 
getheilt  werde,   folgt  aus  II  und  111. 


Die  zwölf  Aussenwinkel  der 
vier  Dreiecke  sind  zugleich  die 
zwölf  Aussenwinkel  der  drei 
Vierecke  Je  zwei  von  den 
vier  Punkten  sind  in  einem  der 
drei  Vierecke  zwei  einander  ge- 
genüberliegende,  in  jedem  der 
beiden  übrigen  aber  zwei  auf- 
einanderfolgende Eckj>unkte. 


§      14. 
Von  den  Körpern  und  den  ihnen  verwandten  Gebilden. 

184.  Jeder  körperliche  Raum,  welcher  keine  Linie  unparer 
Ordnung  in  sich  enthält,  soll  von  nun  an  ein  Körper  und  von 
der  Fläche,  welche  ihn  von  dem  übrigen  Theile  des  unbegrenz- 
ten Raumes  trennt,  eingeschlossen  heissen.  Da  hiernach  der 
Schnitt  eines  Körpers  mit  einer  Ebene  entweder  eine  Figur  oder 
der  Inbegritf  von  zwei  oder  mehrern  Figuren  ist,  und  also  aus- 
serhalb eines  Körpers  unendlich  viele  Linien  unparer  Ordnung 
denkbar  sind,  so  folgt,  dass  die  Ergänzung  eines  Körpers  kein 
Körper  ist. 

Das  Reciproke  von  einem  Körper  ist  ein  von  einem  Ebenen- 
büudcl  begrenztes  System   von  Ebenen ,    welches    keinen  Ebeueo- 
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büschel    iinp?rcr  Oidming    in    sich    enthält    untl    daher    vou   jenem 
KItenenbüuilel  ausgeschlossen  heissen  soll. 


185.  Jede  Fläche,  durch  wel- 
che der  unbegrenzte  Ruum  (als 
System  von  Punkten)  fn  zwei 
,  Tlieilc  P,  Q  getheilt  wird,  die 
in  jedem  Stücke  der  Fläche 
aneinunderstossen,  ist  (156)  von 
parer  Ordnung. 


Jeder  Kbenenbündcl ,  durch 
welchen  das  System  von  allen 
im  Räume  denkbaren  Ebenen 
in  zwei  Systeme  getheilt  wird, 
die  den  EbenenbiJndcl  zur  ge- 
meinschaftlichen Grenze  haben, 
ist  von  parer  Ordnung. 


Eine  Gerade  geht  nämlich  eben  so  oft  von  P  in  Q  als  von 
Q  in  P  über.  Ist  in  dem  einen  von  diesen  Raumtheilen  eine 
Ebene  enthalten ,  welche  mit  der  Fläche  keinen  Punkt  gemein 
hat,  so  ist  der  andere,  da  keine  Liuie  unparer  Ordnung  in  ihm 
denkbar  ist,  ein  Körper. 


18G.  Durch  jede  Fläche  F, 
welche  von  parer  Ordnung,  aber 
nicht  aus  zwei  oder  mehrern 
geschlossenen  Flächen  zusam- 
mengesetzt ist,  wird  das  System 
von  allen  im  Räume  denkbaren 
Punkten  in  zwei  Systeme  ge- 
theilt. Jede  Linie,  welche  ei- 
nen Punkt  des  einen  <liescr 
Systeme  mit  einem  Punkte  des 
andern  verbindet ,  hat  mit  der 
Fläche  F  wenigstens  einen  Punkt 
gemein. 


Durch  jeden  Ebcnenbündcl 
parer  Ordnung,  welcher  nicht 
aus  zwei  oder  mehrern  geschlos- 
senen Ebenenbundeln  zusam- 
mengesetzt ist,  wird  das  Sy- 
stem von  allen  im  Räume  denk- 
baren Ebenen  in  zwei  S)5terae 
getheilt.  Jeder  Ebenenbüschel, 
welcher  eine  Ebene  des  einen 
dieser  Systeme  mit  einer  Ebene 
des  andern  verbindet,  hat  mit 
jenem  Ebenünbundel  wenigstens 
eine  Ebene  gemein. 


Es  sey  AB  irgend  eine  Linie,  welche  die  Fläche  F  in  einem 
Punkte  schneidet,  so  muss  auch  (158)  jede  andere  Linie,  welche 
den  Punkt  A  mit  dem  Punkt  3  verbindet,  da  sie  mit  der  erstem 
eine  geschlossene  Linie  bildet,  die  Fläche  F  schneiden,  woraus 
hervorgeht,  dass  durch  diese  Fläche  der  Punkt  A  vom  Punkte  B 
getrennt  ist,  und  also  der  Raum  getheilt  wird.  Da  aber  jeder 
Theil  von  einer  geschlossenen  Fläche  begrenzt  seyn  muss,  und 
diese  keine  andere  als  die  Fläche  F  seyn  kann,  ao  folgt,  das» 
es  nur  zwei  Theile  sind. 

187.     Iq  zwei   collincärcn  Systemen  entspricht  jedem  Körper 
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K  ein  Kurper  Ki,  dessen  Oberflache  Fi  der  Oberfluche  F  dct 
erstem  entspricht.  Hat  die  Fläche  F  mit  derjenigen  Ebene  U 
des  erstem  System«,  welcher  die  unendlich  ferne  Ebene  ilea  an- 
dern entspricht,  keinen  Punkt  gemein,  so  ist  Kj  ein  endlicher 
(eigentlicher)  Korper.  Es  ist  alsdann  jeder  Punkt  in  der  Eben© 
U  der  Mittelpunkt  eines  um  den  Körper  K  beschriebenen  Strah-  . 
Icnkegels,  dem  ein  um  den  Körper  Kx  beschriebener  Strahlency- 
Hnder  entspricht,  und  jede  Gerade  in  der  Ebene  U  die  Axe  eine« 
um  den  Körper  K  beschriebenen  Flächenvfinkels,  dem  ein  um 
den  Körper  Kj   beschriebener  Parallelraum  entspricht. 

"Wenn  die  Fläche  F  von  der  Ebene  U  in  einem  Punkte  B 
oder  in  einer  Linie  oder  in  einem  Stücke  berührt  »ird,  so  geht 
der  Körper  Ki  ins  Unendliche.  Wenn  ferner  im  ersten  von  die- 
sen Fällen  jede  Gerade,  welche  die  Ebene  U  im  Punkte  B  schnei- 
det, aus  zwei  Strecken  besteht,  von  welchen  die  eine  in  dem  Kör- 
per K,  die  andere  aber  ausserhalb  desselben  liegt,  so  wird  jede 
eigentliche  Gerade,  welche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  D| 
geht,  durch  den  eigentlichen  Punkt,  in  welchem  sie  die  Fläche 
Fl  schneidet,  in  zwei  Halbstrahlcn  gelheilt,  von  welchen  der 
eine  in  dem  Körper  Ki,  der  andere  aber  ausserhalb  desselben 
liegt. 

Wird  der  Körper  K  durch  die  Ebene  U  in  zwei  Theile  ge- 
lheilt, so  besteht  der  Körper  Ki  aus  zwei  Thcilen ,  welche  in 
einem  Stücke  der  unendlich  fernen  Ebene  aneinanderstossen  und 
also  nach  der  gewöhnliehen  Ansicht  nicht  zusammenhängen. 

188.  Versteht  man  unter  einem  Tetraeder  einen  von  vier 
Dreiecken  eingeschlossenen  Körper,  so  giebt  es  acht  Arten  von 
Tetraedern. 

Die  Flächen  eines  Tetraeders  können  namlich  seyn: 

1)  Vier  endliche  Dreiecke,    was   beim    endlichen  Tetraeder  der 
Fall  ist. 

2)  Ein  endliches  Dreieck  und   drei  Dreiecke  der  zweiten  Art. 

3)  Zwei    Dreiecke    der    zweiten    und    zwei  Dreiecke    der   drit- 
ten Art. 

4)  Drei   Dreiecke  der  dritten  und  ein  Dreieck  der  sechsten  Art. 

5)  Zwei    Dreiecke   der    dritten    und    zwei    Dreiecke    der    vier- 
ten Art. 
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6)  Din    Dreieck    ilcr   zweiten,    zwei    Dreiecke   der   vierten    und 
ein   Dreieck  der  fi'mften  Art. 

7)  Ein  en<llicbe3  Dreieck  und  drei  Dreiecke  der  fünften  Art. 

8)  Vier  Dreiecke  der  fünften  Art. 

Denkt  man  sich  ein  Tetraeder  und  eine  Ebene,  so  wird  die 
Ebene  entweder  mit  der  Oberfläche  des  Tetraeders  gar  keinen 
Punkt  gemein  haben,  oder  diese  Fläche  in  einem  Eckpunkte  oder 
in  einer  Kante  oder  in  einem  Dreiecke  beriihrcn,  oder  eine  oder 
zwei  oder  drei  oder  vier  Kanten  des  Tetraeders  schneiden.  Nimmt 
man  nun  an,  dass  die  Ebene  die  unendlich  ferne  Ebene  sey,  so 
führt  diess  auf  «lie  obigen  acht  Arten  von  Tetraedern. 

189.  Der  unbegrenzte  Kaum  wird  durch  vier  Ebenen,  wel- 
che nicht  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen  ,  in  acht  Te-  , 
traeder,  jedes  von  den  vier  Dreikanten  nämlich,  welche  drei  der 
vier  Ebenen  mit  einander  biMen,  durch  seinen  Schnitt  mit  der 
vierten  Ebene  in  zwei  Tetraeder  getheilt.  Die  acht  Tetraeder 
bilden  zwei  Gruppen,  von  welchen  jede  aus  vier  Tetraedern  be- 
steht, so  dass  je  zwei  Tetraeder,  welche  einer  und  derselben 
Gruj)pe  angehören,  ein  Paar  Gegenkanten  mit  einander  gemein 
haben,  je  zwei  Tetraeder  aber,  welche  nicht  einer  und  derselben 
Gruppe  angehören,  in  einem  Dreiecke  an  cinanderstossen  und  zu- 
sammen ein  Dreikant  erfüllen.  Verbindet  man  zwei  ausserhalb 
der  vier  Ebenen  befindliche  Punkte  durch  eine  Strecke  und  dann 
auch  durch  deren  Ergänzung,  so  wird  entw^eder  die  eine  dieser 
Strecken  von  keiner  der  vier  Ebenen  und  also  die  andere  von 
jeder  derselben,  oder  jede  von  zweien,  oder  die  eine  von  einer 
und  die  andere  von  den  drei  übrigen  geschnitten  werden,  je 
nachdem  nämlich  jene  Punkte  in  einem  und  demselben  Tetraeder 
oder  in  zwei  Tetraedern  einer  und  derselben  Gruppe  oder  nicht 
in  einer  und  derselben  Gruppe  liegen. 

Schneiden  sich  je  drei  der  vier  Ebenen  in  einem  eigentlichen 
Punkte,  80  besteht  die  eine  Gruppe  aus  einem  endlichen  Tetrae- 
der und  drei  Tetraedern  der  achten  Art,  die  andere  aber  aus 
vier  Tetraedern  der  siebeuten  Art.  Schneiden  sich  dr-ci  von  den 
vier  Ebenen  in  drei  zu  einander  parallelen  Geraden,  «o  besteht 
jede  von  den  beiden  Gruppen  aus  einem  Tetraeder  der  zweiten 
und  drei  Tetraeder  der  sechsten  Art.      Sind   zwei   der  vier  Ebt-^ 
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nen  zn  einander  parallel ,  «o  besteht  jede  Gruppe  ant  zwei  Te- 
traedern der  dritten  und  zwei  Tetraedern  der  fünften  Art.  Ist 
unter  den  vier  Ebenen  die  unentllich  ferne  Ebene,  »o  sind  alle 
acht  Tetraeder  ^on  der  vierten   Art  (einfache  Dreikante.) 

100.  Wenn  die  vier  Eckptinkte  eines  Tetraeders  und  ein 
Punkt  P,  welcher  in  ihm  liegt,  oder  eine  Ebene  p,  welche  mit 
seiner  Oberfläche  keinen  Punkt  gemein  hat,  gegeben  sind,  so  ist 
das  Tetraeder  bestimmt.  Jede  Strecke,  welche  zwei  von  den  vier 
gegebenen  Eckpunkten  verbindet,  und  von  der  Ebene,  die  durch 
die  beiden  übrigen  und  den  Punkt  P  bestimmt  ist,  geschnitten 
oder  von  der  Ebene  p  nicht  geschnitten  wird ,  ist  eine  Kante  des 
Tetraeders. 

Hat  man  irgend  eines  der  acht  Tetraeder,  welche  die  vier 
Punkte  A,  B,  C,  D  zu  Eckpunkten  haben,  durch  ABCD  be- 
zeiclmet,  so  können  die  drei  i'ibrigen  Tetraeder  derselben  Gruppe 
durch  ABCD,  ACBD,  ADBC  und  die  vier  Tetraeder  der 
andern  Gruppe  durch  ABC  D,  ABDC,  ACDB,  BCDA 
bezeichnet  werden,  so  dass  abo  z.  B,  <las  erste  und  vierte  die 
Kanten  AD,  B  C  gemein  haben ,  das  erste  und  letzte  aber  in 
dem  Dreiecke  B  C  D  aneinanderstossen. 

11)1.  Drei  Flächenwinkel  ab,  ac,  ad,  welche  einen  Schen- 
kel a  mit  einander  geraein  haben,  deren  Axen  aber  nicht  alle  drei 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen ,  durchschneiden  sich  in 
einem  Tetraeder,  dem  jeder  Punkt  angehört,  in  welchem  eine 
Ebene  des  ersten,  eine  Ebene  des  zweiten  und  eine  Ebene  des 
dritten  Winkels  sich  schneiden.  Bezeichnet  man  die  drei  Winkel, 
von  welchen  je  zwei  in  einem  Dreikante  sich  durchschneiden,  des- 
sen Schnitt  mit  dem  dritten  jenes  Tetraeder  ist,  durch  p,  q,  r 
und  ihre  Nebenwinkel  durch  pi ,  qi ,  ri ,  so  kann  man  die  acht 
Tetraeder,  welche  die  vier  Ebenen  a,  b,  c,  d  mit  einander  bil- 
den, <lurch  pqr,  pqiTi,  piqri,  piqir,  pqri,  pqif,  piqr, 
Pi^^li»"!  bezeichnen,  so  dass  also  im  letzten  die  drei  Winkel 
Pi)   qi  ,  Ti  sich  durchschneiden. 

11)2.  >Venn  die  Oberfläche  F  eines  Körpers  K  von  keiner 
Geraden  in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wird,  so  gilt  diess 
auch  vom  Umfange  einer  jeden  ebenen  Figur,  welclie  ein  Schnitt 
des  Körpers  ist.       Jeder   Punkt  M,    welcher    ausserhalb    des  Kör- 
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prr»  liogt,  ist  der  Mlttclptinkt  eines  um  ihn  beschriebenen  Strah- 
Irnkegels,  dessen  Mantel  von  keiner  Ebene  in  mehr  als  zwei 
Strahlen  geschnitten  wird.  Jede  Gerade,  welche  mit  tler  Ober- 
fläche des  Körpers  keinen  Punkt  gemein  hat,  ist  die  Axc  eines 
«im  ihn  beschriebenen  Flächenwinkels,  welclier,  wenn  die  Gerade 
d»irch  den  Punkt  M  geht,  zugleich  um  jenen  Strahlenkegel  be- 
schrieben ist.  Jede  Ebene  E,  welche  durch  den  Punkt  M  geht 
«lud  den  Körper  K  schneidet,  entliält  einen  Winkel,  welcher  den 
Punkt  M  ziim  Mittelpunkt  hat  und  um  den  Schnitt  beschrieben 
i.*t.  Lässt  man  um  eine  in  diesem  Winkel  liegende  feste  Gerade 
die  Ebene  E  sich  drehen,  so  da:<s  sie  einen  Ebenenbüschel  erster 
Ordnung  beschreibt,  so  beschreiben  die  Schenkel  des  Winkqls 
die  erwähnte  KegelHäche. 

Da  CS  unendlich    viele  Ebenen    giebt,     welche    die  Oberfläche 
des  Körpers  K  nicht  schneiden,  so  kann  man  zu  demselben,  wenn 
er  auch  kein   endlicher  Körper  ist,  einen  ihm  collineären  endlichen- 
Körper  sich  denken. 

J93.  Wird  die  Oberfläche  k  eines  Körpers  K  von  keiner 
Geraden  in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten,  so  soll  der  Inbe- 
griff s  von  allen  Ebenen,  welche  die  Fläche  k  berühren,  tlcr 
diese  Fläche  oder  auch  der  den  Körper  K  umhüllende  Ebenen- 
bündel genannt  werden.  Durch  den  Ebenenbündel  k  wird  das 
System  von  allen  im  Räume  denkbaren  Ebenen  in  zwei  Systeme 
gctheilt ,  von  welchen  das  eine  S  von  der  Fläche  ausgeschlossen 
imd  (1S5)  das  Reciproke  von  einem  Körper  ist,  das  andere  aber 
unendlich  viele  Ebenenbündel  erster  Ordnung  in  sich  enthält. 
Eine  Ebene,  welche  nicht  in  der  gemeinschaftlichen  Grenze  dieser 
beiden  Systeme  liegt,  gehört  dem  erstem  oder  dem  letztern  an, 
je  nachdem  sie  die  Fläche  k  nicht  schneidet  oder  schneidet.  Ist 
K  ein  cbenflächiger  Körper,  weicker  n  Ecken  hat,  so  ist  der 
Ebenenbundel  s  aus  n  Ebenenbündeln ,  deren  jeder  vom  Mantel 
einer  Strahlenpyramide  (von  einer  Raumecke)  ausgeschlossen  ist, 
zusammengesetzt,  «o  doss  aber  atich  noch  die  Grenzen  dieser 
Ebenenbündel  ihm  angehören.  Wird  tlie  Fläche  k  in  jedem  ihrer 
Punkte  nur  von  einer  Ebene  berührt,  eo  ist  s  der  ihr  sich  an- 
schmiegende Ebenenbündel.  Bezeichnet  man  das  System  von  Ge- 
raden,    welche   die  Fläche  k  schneiden    durch  V    und    das  System 
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von  Geraden,   welche    mit  ihr  keinen  Punkt  gemein  haben,   durch 
W,   «o  gilt  Folgendet; 


Jede  Gerade  de«  Systems  V 
f»ird  durch  die  beiden  Punkte, 
in  welchen  sie  die  Flüche  k 
schneidet,  in  zwei  Strecken  ge- 
theilt,  von  welchen  die  eine  in 
den  Korper  K  beschrieben  ist, 
die  andere  aber  ausserhalb  des- 
selben liegt.  Alle  Ebenen,  wel- 
che durch  die  Gerade  gehen, 
liegen  ausserhalb  des  Systems  S. 


Jeder  Ebenenbuschel  1.  Ord« 
nung,  dessen  Axe  eine  Gerade 
des  Systems  VV  ist,  wird  durch 
die  beiden  Ebenen,  welche  er 
mit  dem  Ebenenbfmdel  s  gemein 
hat,  in  zwei  U'inkcl  getheilt, 
von  welchen  der  eine  dem  Sy- 
st me  S  angehört,  der  andere 
aber  um  den  Körper  K  be-- 
schrieben  ist.  Alle  Punkte  der 
Geraden  liegen  ausserhalb  des 
Körpers  K. 

Liegt   eine  Gerade   h    in   der    gemeinschaftlichen   Grenze    der 
beiden  Systeme  V,  W,  so  hat 

das   gerade  Gebilde  h    mit   der       der    Ebenenbüschel   h    mit    dein 
Fläche  k  entweder  ce)  nur  einen 
Punkt  oder  ß}  eine  Strecke  ge- 
mein. 


Ebeneubündel  s  entweder  ui^ 
nur  eine  Ebene  oder  ßi)  einen 
Winkel  gemein. 


^Yenn  K  ein  ebenflächiger  Körper  ist,  so  findet  der  Fall  acii 
oder  cißi  oder  ßui  oder  ß ßi  statt,  je  nachdem  die  Gerade  h 
die  Fläche  k  in  einem  in  einer  Kante  befindlichen  Punkte  oder 
in  einem  Eckpunkte  oder  in  einer  Strecke,  welche  keine  Kante 
oder  eine  Kante  ist,  berührt. 

Die  gemeinschaftliche  Grenze  der  beiden  Systeme  V,  VV 
bat  mit 


jedem  Strahlenbundel ,  dessen 
Mittelpunkt  ausserhalb  des  Kör- 
pers K  liegt,  eine  Kegelflächc 
gemein,  welche  der  dem  Strah- 
lenbündel und  dem  Ebenenbün- 
del s  gemeinschaftliche  Ebenen- 
buschel umhüllt. 
104.  In  zwei  reciproken  Systemen  entspricht  jedem  Körper 
K,    dessen    Oberfläche    k    von    keiner    Geraden    in   mehr   als   zwei 


jeder  Ebene,  welche  ausserhalb 
des  Systems  S  liegt,  einen  Strah- 
lenbüschel gemein ,  der  die  Li- 
nie umhüllt,  in  welcher  die  Ebene 
die  Fläche  k  schneidet. 
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Ewei  Punkten  geschnitten  wird  ,  ein  von  der  Oberfläche  eines  sol- 
chen  Körpers  nnsgeschlossenes  System  Ki  von  Ebenen. 

Dem  von  der  Fläche  k  nu^gesrhlosscncn  Systeme  S  von  Ebe- 
nen entspricht  nämlich  ein  Körper  Si,  dessen  Oberfläche  si  dem 
<Ue  Fläche  k  umhüllenden  Ehenenbundel  s  (der  Grenze  des  Sy- 
stems S)  entspricht.  Jeder  Geraden,  welche  die  Fläche  k  schnei- 
det, durch  welche  also  keine  Ebene  des  Bündels  s  geht,  ent- 
spricht eine  Gerade,  welche  mit  der  Fläche  Si  keinen  Punkt  ge- 
mein hat.  Jeder  Geraden,  welche  mit  der  Fläche  k  keinen  Punkt 
gemein  hat,  in  welcher  also  zwei  Ebenen  des  Bündels  s  sich  schnei- 
den, entspricht  eine  Gerade,  welche  mit  der  Fläche  si  zwei  Punkte 
gemein  bat.  Wenn  eine  Gerade  a  die  Fläche  k  berührt,  und  also 
der  Ebenenbüschel  a  mit  dem  Ebenenbündel  s  entweder  nur  eine 
Ebene  oder  einen  Winkel  gemein  hat,  so  hat  die  ihr  entspre- 
chende Gerade  mit  der  Fläche  »i  entweder  nur  einen  Punkt  oder 
eine  Strecke  gemein.  Jedem  Punkte,  welcher  in  dem  Körper  K 
liegt,  durch  welchen  also  keine  Ebene  des  Bündels  s  gebt,  ent- 
spricht eine  Ebene,  welche  mit  der  Fläche  si  keinen  Punkt  ge- 
mein hat.  Liegt  ein  Punkt  P  in  der  Fläche  k,  so  dass  also  der 
Ebanenbündei  P  erster  Ordnung  mit  dem  Ebenenbündel  s  entwe- 
der nur  eine  Ebene  oder  einen  >Vinkel  oder  ein  von  einer  Win- 
kdfläche  ausgeschlossenes  System  von  Ebenen  gemein  hat,  so  ge- 
hört die  jenem  Punkte  entsprechende  Ebene  Px,  da  sie  mit  der 
Fläche  81  entweder  nur  einen  Punkt  oder  eine  Strecke  oder  eine 
Figur  gemein  hat,  dem  diese  Fläche  umhüllenden  Ebenenbündel 
an.  Jedem  Punkte  M,  welcher  ausserhalb  des  Körpers  K  liegt 
und  also  der  Mittelpunkt  eines  um  denselben  beschriebenen  Strah- 
lenkegels ist,  entspricht  eine  Ebene  Mi,  welche  den  Körper  Si 
schneidet.  Gleichwie  nun  der  Körper  Si  durch  die  Ebene  Mi 
(durch  seinen  Schnitt  Fi  mit  der  Ebene  Mi)  in  zwei  Theile  ge- 
theilt  wird,  so  dass  jede  Strecke,  welche  irgend  einen  Punkt  des 
einen  Theils  mit  irgend  einem  Punkte  des  andern  verbindet  und 
die  Fläche  si  nicht  schneidet,  von  der  Ebene  Mi  geschnitten  wird, 
so  wird  das  System  S  von  Ebenen  durch  den  Punks  M  (durch 
den  von  dem  Mantel  jenes  Strahleukcgels  ausgeschlossenen  Ebe- 
Dsnbündel  Fj  in  zwei  Systeme  getheilt,  so  dass  jede  Ebene  <lei 
einen   dieser   Systeme   mit  jeder  Ebene   des   andern   zwei  AViukel 
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bildet,  von  welchen  der  eioe  den  Körper  K,  der  andere  aber  den 

Punkt  M  in  sich  enthält. 

Ist  K  ein  ebenlläcbiger  Körper,  so  ist  auch  Si  ein  ebenflä- 
chiger  Körper.  Jeder  Kante  des  einen  Körpers  ent-xpricht  alsdann 
ein  Aussenwinkel  de5  andern,  jedem  Eckpunkte  des  einen,  in 
welchem  n  Kanten  zusanuuenstosseu,  eine  Ebene,  welche  die  Ober- 
fläche des  undcrn  in  einem  n  Ecke  beriihrt. 

105.  Durch  vier  Pinikte  A,  B,  C,  D,  welche  nicht  in  einer- 
lei Ebene  liegen,  wird  (ISO)  das  System  von  allen  im  Räume 
denkbaren  Ebenen  in  acht  Svileme  gctheilt,  »leren  jedes  von  «ler 
Oberdäche  eines  Tetraeders  ausgeschlossen  ist,  welches  jene  Punkte 
zu  Eckpunkten  hat.  Jede  Ebene,  welche  durch  keinen  der  vier 
Punkte  geht,  bildet  rait  jeder  andern  solchen  Ebene  zwei  Winkel, 
von  welchen  entweder  der  eine  gar  keinen  der  vier  Punkte  und 
also  der  andere  alle  vier,  oder  jeder  zwei  oder  der  eine  einen 
nnd  also  der  andere  drei  in  sich  enthält,  je  nachdem  nämlich  die 
beiden  Ebenen  in  einem  und  demselben  Systeme  oder  in  zwei  Sy- 
«^temen  einer  nnd  derselben  Gruppe  oder  nicht  in  einer  und  der- 
selben  Gruppe  liegen. 

Das  System  ABC'D,  welches  nämlich  von  der  Oberfläche 
des  Tetraeders  ABC'D  ausgeschlossen  ist,  schneidet  die  drei  Kan- 
ten AD,  BD,  CD  des  Tetraeders  ABCD,  während  das  System 
AB  CD  die  >ier  Kanten  AC,  AD,  BC,  BD  des  Tetraeders 
ABCD  schneidet.  Jeile  Ebene  des  S)stcms  ABCD  bildet  also 
mit  jeder  Ebene  des  Systems  ABC'D  zwei  Winkel,  von  welchen 
der  eine  die  drei  Punkte  A,  B,  C  und  der  andere  den  Pimkt  D 
in  sich  enthält,  mit  jeder  Ebene  des  Systems  AB*  CD  aber  zwei 
Winkel,  von  welchen  der  eine  die  Punkte  A,  B  und  der  andere 
die   Punkte  C,   1)   in   sich  enthält. 


19Ü.  Der  unbegrenzte  Raum 
wird  als  System  von  Punkten 
durch  n  Ebcrten,  von  welchen 
keine  drei  durch  eine  und  die- 
selbe Gerade  und  keine  vier 
tlurch  einen  und  denselben  Punkt 
n(n— 1  )(n~2) 


gehen  ,  in   n  -j- 
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Das  System  von  allen  im  Räu- 
me denkbaren  Ebenen  wird  durch 
n Punkte,  von  welchen  keine  drei 
in  einer  und  derselben  Geraden 
und  keine  vier  in  einerlei  Ebene 
n(n  — l)(n— 2) 


liegen ,   in  n  -{- 


2.3 


Systeme  gctheilt.     Ist  u  >  3»  so 


109 


Thcile  getlieilt.  Ist  n  >  3,  so 
ist  jetler  der  Raiimlheilc  ein  Po- 
lyeder, welches  lauter  aussprin- 
gen<le  Winkel  und  lauter  drei- 
kantige Ecken  hat,  und  durch 
keine  der  n  Ebenen  selbst  wie- 
der getheilt  wird.  Jede  Ecke 
eines  jeden  dieser  Polyeder  ist 
von  einer  Ecke  eines  andern  die 
Scheitelcckc. 


ist  jedes  dieser  Systeme  von  der 
Obernäche  eines  Polyeders  aus- 
geschlossen, welches  lauter  aus- 
»pringcndc  Winkel  und  lauter 
dreieckige  Flächen  hat,  und  die- 
jenigen von  i]en  n  Punkten,  wel- 
nicht  Eckpunkte  desselben  sind, 
in  sich  enhült.  In  jedem  Drei- 
ecke, welches  drei  der  n  Punkte 
zu  Eckpunkten  hat,  stossen  zwei 


der  Polyeder  aneinander. 
Um  siel»  zu  Gberzeugen,  dass  für  jeden  \Verth  von  n  die 
Anzahl  der  Rauuitheilc  der  Anzahl  der  Ebenen  mehr  der  Anzahl 
ihrer  Schnittpunkte  gleich 'sey,  darf  man  nur  bemerken,  dass 
diess  für  n=:3  (auch  für  nzzzl  und  n  =  2)  der  Fall  ist,  und 
dass,  wenn  zu  m  Ebenen  noch  eine  hinzukommt,  dadurch  die 
Anzahl   der.  Ebenen    um    1 ,    die   Anzahl    ihrer   Schnittpunkte    um 

— J    und   die    Anzahl    der  Raumtheile   um    die    Summe    1  + 


in(m— 1) 


sich  vermehrt,  indem  die  letzte  Ebene  (183)  durch  die 


Spuren  der  ra  erstem  in  l-j-  • Theile  getheilt  wird,  de- 

len   jeder    einen    der    vorigen   Haumtheile    selbst   wieder    in   zwei 
Theile  theilt. 

Durch  r-j-l  Ebenen,  von  welchen  keine  drei  durch  eine  und 
dieselbe  Gerade  und  keine   vier  durch  einen  und  denselben  Punkt 

(r+1)  r  (r  — I) 


gehen,    wird    also    der    Raum    in    r  -|-   1  -j- 


2.3 


=  — [- 1  Theile  getheilt.  Ist  unter  den  Ebenen  die  un- 
endlich ferne  Ebene,  so  dass  r  also  die  Anzahl  der  übrigen  be- 
zeichnet, so  ist  die  Anzahl  der  ins  Unendliche  gehenden  Raum- 
theile z=z  r(r  — 1)-|-2  und  also  die  Anzahl  der  endlichen 
_  (r— l)(r— 2)(r-3) 

—  275  • 
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§.     15. 

RQckkehrelemente. 

197.  Man  nehme  an,  dass  ein  Punkt  P  in  einer  Geraden  P 
•ich  bewege,  oder  die  Gerade  P  in  der  Ebene  P  um  den  Punkt  P 
oder  die  Ebene  P  um  die  Gerade  P  sich  drehe,  oder  dass  auf 
diese  Weise  zwei  von  den  drei  Elementen  P  oder  alle  drei  zu- 
gleich sich  bewegen.  Hat  nun  der  Punkt  P  sich  bewegt  und  in 
der  Stelle  B  den  Sinn  seiner  Bewegung  in  der  Geraden  P  geän- 
dert, so  soll  der  Punkt  B  ein  Kiickkebrpunkt  der  vom  Punkte  P 
beschriebenen  Linie  oder  auch ,  wenn  diese  krumm  ist  (die  Ge- 
rade P  zugleich  um  den  Punkt  P  sich  gedreht  hat) ,  eine  Spitze 
derselben  genannt  werden.  Hat  die  Gerade  P  sich  gedreht  und 
in  der  Stelle  B  den  Sinn  der  Drehung  geändert,  so  ist  die  Ge- 
rade B  ein  Rückkehrstrahl  der  von  der  Geraden  P  beschriebenen 
Regelfläche.  Wenn  endlich  die  Ebene  P  sich  gedreht  und  in  der 
Stelle  B  den  Sinn  der  Drehung  geändert  hat,  so  ist  die  Ebene  B 
eine  Rückkehrcbone  des  von  der  Ebene  P  beschriebenen  Ebenen- 
büschels. Der  Mittelpunkt  eines  Rückkehrstrahles  in  einem  Strah- 
lenbüschel, weither  einer  ebenen  Curve  sich  anschmiegt,  heisst 
auch  ein  AVendepunkt  dieser  Curve. 

lOS.  Bezeichnet  man  den  Fall,  in  welchem  ein  Element  B 
kein  Rückkehrelement  ist,  durch  —  ,  den  Fall  aber,  in  welchem 
dasselbe  ein  Rückkehrelement  ist,  durch  -j-,  so  muss  in  Hinsicht 
auf  jeden  Punkt  B  eiuer  ebenen  Curve  s  und  den  dazu  gehöri- 
gen Strahl  B  des  ihr  sich  anschmiegenden  Strahlenbüschcls  s 
einer  von   den    vier  Fällen 

— .-+.  +  -.  +  + 

Statt  finden.  Der  Punkt  B  ist  im  ersten  Fülle  ein  gewöhnlicher 
Punkt  tler  Curve,  im  zweiten  eiu  gewöhnlicher  Wendepunkt,  im 
dritten  eine  gewöhnliche  Spitze  und  im  vierten,  in  welchem  so- 
wohl der  Punkt  B  ein  Rückkehrpunkt  der  Curve  s  als  auch  der 
Strahl  B  ein   Rückkehrstrahl  des  Büschel  s  ist,  Spitze  und  Wen- 


i  ersten  / 
.  .        !   Falle  im  Punkte 
dritten) 

berührt 

gcichnittea 


T»  .       ^        ,       T^    f     berührt     >  .    ,  ,         .      t     » 

Ji  von  der  Geraden  B    !         .    .        >,  von  jeder  andern  durch  den 
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Punkt  B    gehenden   Geraden   aber   in   ihm    (   °       .  '  j .     Im 

t       berührt       ' 

i  zweiten)    ^    ,        ....      ^ 

l    .    ,      }    Falle    wird  die    Curvc   von   jeder   durch    den  Punkt  B 

<  Vierten  ' 

gehenden    Geraden    in    diesem   Punkte    J  .         1 .     Tm   ersten 

^     berührt     ' 

Falle  heissl  die  Curve  im  Punkte  B  auf  der  Seite,  auf  welcher 
sie  von  der  Geraden  B  berührt  wird,  erhaben,  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  aber  hohl. 

Wenn  der  Curve  s  in  dem  einen  von  zwei  reciproken  ebenen 
Systemen  der  Strahlcnbüschel  Si  im  andern  und  also  dem  Strah- 
lenbüschel  s  die  Curve  Si  entspricht,  und  in  Hinsicht  auf  den 
Punkt  B  und  den  Strahl  B  der  Fall  xy  Stutt  findet,  so  findet  in 
Hinsicht  auf  den  dieser  Geraden  entsprechenden  Punkt  Bi  der 
Curve  «1  und  den  dazu  gehörigen  Strahl  des  Büschels  si  der 
Fall  yx  Statt,  daher  die  Anzahl  der  Wendepunkte  in  einer  jeden 
vou  den  beiden  Curven  der  Anzahl  der  Rückkchrpuokte  in  der 
andern  gleich  ist.  In  collineüren  Systemen  ist  in  dieser  Bezie- 
hung zwischen  zwei  einander  entsprechenden  Fällen  nie  ein  Unter- 
schied. 

Bezeichnet  xy  eine  Combination  aus  den  Zeichen  ^,  -{-, 
so  soll  unter  xy  das  Zeichen  —  oder  -|-  verstanden  werden,  je 
nachdem  die  Anzahl  der  in  der  Combination  enthaltenen  —  Zei- 
chen eine  unpare  oder  pare  Zahl  ist. 

199.  Bildet  in  einer  Ebene  eine  krumme  Linie  eine  Ecke,  so 
wird  sie  in  dem  Eckpunkte  von  den  Geraden,  welche  in  ihm  sich 
ihr  anschmiegen,  entweder  berührt  oder  geschnitten  oder  von  der 
einen  berührt  und  von  der  andern  geschnitten.  Im  letztern  Falle 
ist  der  Eckpunkt  zugleich  ein   Wendepunkt. 

Ist  von  zwei  aufeinanderfolgenden  Stücken  AB,  B  C  das  eine 
auf  der  einen  Seite,  tläs  andere  aber  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  der  Linie  hohl,  so  muss  der  Punkt  B  ein  Wendepunkt  der-^ 
selben  seyn» 

200.  Wenn  in  einer  Ebene  die  eine  P  von  zwei  sich  schnei- 
denden Geraden ,  um  einen  ausserhalb  der  andern  Q  befindlichen 
Punkte  P  sich  drehend,  einen  Strahlenbüschel  beschreibt,  so  be- 
schreibt der  Schnittpuakt  Q  der  beiden  Geradco  eine  Linie.    Je- 
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der  Rückkehrpunkt  dieser  Linie  liegt  in  eioem  Ruckkehrstrahle 
jenes  üüschels.  Es  wird  hiebei  vorausgesetzt,  dass  der  Punkt  P 
entweder  fest  sey  oder  nur  in  der  um  ihn  sich  drehenden  Gera- 
den P  sich  bewege,  und  das»  die  Gerade  Q  entweder  gar  nicht 
oder  nur  um  den  in  ihr  »ich  bewegenden  Punkt  Q  »ich  drehe. 

201.  Es  bezeichne  wieder  xy  den  Fall,  welcher  in  Hinsicht 
n»»f  einen  Punkt  D  einer  ebenen  Curvc  s  und  den  dazu  gehöri- 
gen Strahl  B  des  ihr  sich  anschmiegenden  Strahlenbüchels  s  Statt 
fmJct. 


Beschreibt    ein     Punkt     die 
Curve  s,  so  beschreibt  die  Ge- 
rade,   welche  ihn  mit  einem  fe- 
sten  Punkte  S  verbintlet,  einen 
Strahlenbiischol,     der     von     der 
Curve    ein  Schein  ist.     lu  Hin- 
sicht auf  denjenigen   Strahl  die- 
ses Bü-^chols,  wclciicr  den  P\inkt 
B    projicirt,    findet    der    Fall    x 
oder    \y  oder  y   Statt,  je  nach- 
dem der  Punkt  S  ausserhalb  der 
Geraden  B  liegt ,   oder  ein  vom 
Punkte    B    Ncrschicdener    Punkt 
dieser  Geraden  oder  der  Punkt 
D  selbst   ist. 

202.  Jedes  geschlossene  Gebilde,  welche  in  einem  einförmi- 
gen Giundgcbilde  enthalteu  ist,  hat  eine  pare  Anzahl  von  Kiick- 
kehrelemcnten.  Hat  z.  ß.  in  einer  festen  Geraden  ein  Punkt  von 
A  aus  sich  bewegt  und  den  Sinn  der  Bewegung  n  mal  geändert, 
so  h.it  er  zuletzt,  wenu  n  eine  pare  Zahl  ist,  in  dem  anfängli- 
chen, im  entgegengesetzten  Falle  aber  in  dem  entgegengesetzten 
Sinne  sich  bewegt.  Ist  nun  die  vom  Punkte  beschriebene  Linie 
geschlossen,  so  ist  der  Punkt  A  als  ein  in  ihr  liegender  Punkt  im 
erstem  der  erwähnten  Fälle  kein  Rückkehrpunkt,  im  letztern  aber 
ein  Uikkkehrpunkt,  und  niilhin  in  jedem  Falle  die  Anzahl  aller 
Riickkehrpunkte  eine  parc  Zahl. 

203.  Kine  geschlossene  ebene  Curvc  s,  der  also  ein  geschlos- 


Beschreibt  ein  Strahl  den  Bu- 
sche! s,  so  beschreibt  seine  Spur 
in  jeder  festen  Geraden  Si  eine 
Linie,    welche    ein    Schnitt   des 
Strahlenbüschels  ist.    In  Hinsicht 
auf  denjenigen  Punkt  dieser  Li- 
nie, welcher  von  dem  Strahle  B 
(lie   Spur  ist,    findet   der  Fall  y 
oder    xy  oder  x  Statt,  je  nach- 
dem die  Gerade  Sj  die  Gerade 
B   in  einem   vom  Punkte  B  ver- 
schiedenen Pimkte  oder  im  Punk- 
te  B    schneidet,     oder    die  Ge- 
rade B  selbst  ist 
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sener  Strahlenbüschel  s  »ich  anschmiegt,    bat   eine  pare  oder  an- 
pare  Anzahl  von 
Wendepunkten,  je  nachdem  sie 
von    parer    oder   unparer   Ord- 
nung ist. 


Rückkehrpunkten ,  je  nachdem 
der  Strahlenbüscbel  s  von  pa- 
rer oder  unparer  Ordnung  ist. 


Wenn  nämlich  die  Curve  m  Wendepunkte  hat,  und  von  einer 
Geraden  u,  welche  weder  durch  einen  dieser  Punkte  geht,  noch 
dem  Strahlenbüschel  s  angehört,  in  n  Punkten  geschnitten  wird, 
80  enthält  (201;  der  Schnitt  dieses  Büschels  mit  der  Geraden  u 
ro  -j-  n  Rückkehrpunkte,  woraus  man  (202)  schliessen  kann,  das« 
die  Zahlen  m,  o  entweder  beide  pare  oder  beide  unpare  Zah- 
len sind. 

204.  Wenn  in  Hinsicht  auf  einen  Punkt  B  einer  ebenen  Curve 
und  den  dazu  gehörigen  Strahl  B  des  ihr  sich  anschmiegenden 
Strahleubüscbels  der  Fall  xy  Statt  findet,  und  xy  durch  yi  be- 
zeichnet (=  yi  gesetzt)  wird,  so  kann  man  an  der  Combination 
xyi,  in  welcher  das  Zeichen  —  Schneiden,  das  Zeichen  -\-  aber 
Berühren  bedeutet,  sogleich  erkennen,  ob  die  Curve  von  einer 
durch  den  Punkt  B  gebenden  Geraden  in  diesem  Punkte  geschnit- 
ten oder  berührt  wird.  Das  erstere  Zeichen  in  der  Combination 
bezieht  sich  auf  eine  von  B  verschiedene  Gerade,  das  letztere 
aber  auf  diese  Gerade.  Will  man  umgekehrt  aus  der  Combi- 
nation xyi  die  Combination  xy  ableiten,  so  darf  man  nur  be- 
merken, dass  y  zzz  xyi  ist.  Es  sey  z.  B.  xyi  =  —  —  ,  so  das» 
also  die  Curve  von  jeder  durch  den  Punkt  B  gehenden  Geraden 
in  diesem  Punkte  geschnitteh  wird,  so  ist  xy  =  —  -f-  und  mit- 
hin der  Punkt  B  ein  gewöhnlicher  Wendepunkt.  Es  sind  hie- 
durch  die  in  19S  enthaltenen  Sätze  unter  ein  einfache«  Gesetz 
gebracht. 

205.  In  Hinsicht  auf  ^inen  Punkt  B  einer  gewundenen  Curve 
s,  den  dazu  gehörigen  Strahl  B  der  ihr  sich  anschmiegenden  Re- 
gelfläcbe  und  die  dazu  gehörige  Ebene  des  beiden  Gebilden  sich 
anschmiegenden  Ebenenbüschels  muss  einer  von  den  acht  Fällen 

, f.,  -4--,^  +  + 

H ,  H h,  +  +  -.  +  +  + 

Statt  finden.     Im  ersten  Falle   heifst  der  Punkt  B   ein  gewöhnli- 
cher Punkt  der  Conre. 

S 
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^Venn  der  Fall,  welcher  Statt  fmdet,  durch  »y«  f>Meichnet 
wird,  und  dem  Ebenenbüschel  «  in  dem  eioen  von  zwei  recipro- 
kcn  Sy<iteiren  die  Curve  «i  Im  anderu  entspricht,  »o  Andet  in 
Hinsicht  auf  den  der  Ebene  D  entsprechenden  Punkt  Bi  der  Curve 
»1 ,  den  dazu  gehörigen  Strahl  der  ihr  sich  anscinniegenden  Regel- 
flächc  und  die  dazu  gehörige  Ebene  de«  beiden  Gebiltlen  sich  an- 
schiuicgcnden  Ebenenl^üschols  der  Fall  zyx  Statt. 

200.  NVcnn  in  Hinsicht  auf  den  Strahl  D  einer  abwickelbaren 
Kcgelüiiclie  und  die  Ebene  B  des  ihr  sich  anschmiegeuden  Ebe- 
nenbiischels  der  Fall  yz  Statt  findet,  und  yz  ==:  z>  gesetzt  wir«!, 
80  erkennt  man  an  der  Combination  yz*,  in  welcher  das  Zeichen 
—  Schneiden,  das  Zeicheu  -\-  aber  Berühren  bedeutet,  ob  die 
Flache  von  einer  durch  die  Gerade  B  gehenden  Ebene  in  dieser 
Geraden  geschnitten  oder"  beriibrt  wird.  Das  letztere  Zeichen  in 
der  Combination  bezieht  sich  auf  die  Ebene  B,  das  erstcre  aber 
auf  eine  andere  durch  die  Gerade  B  gehende   Ebene. 

Es  ist  hier  ganz  einerlei,  ob  ein  die  Fläche  heschreibender 
Strahl  um  einen  festen  Punkt  oder  um  einen  in  ihm  sich  bewe- 
genden Punkt  sich  dreht.  Im  crstera  Falle,  in  welchem  die  Flä- 
che eine  KcgelQäche  ist,  entspricht  der  Satz  dem  in  204  eut- 
haltenen. 

207.  Wenn  in  Hinsicht  auf  den  Punkt  B  einer  gewundenen 
Curve  8,  den  Strahl  B  der  ihr  sich  anschmiegenden  Regelüäche  s 
und  die  Ebene  B  des  beiden  Gebilden  sich  anschmiegenden  Ebe- 
ncnbüschcls  s  der  Fall  xyz  Statt  Hndet,  und  xy  i=z  yi,  xyx 
(oder  yi  z)  ziz  zi  ist,  so  erkennt  man  an  tler  Con»biiiation  xyizi, 
in  welcher  das  Zeichen  —  Schneiden,  das  Zeichen  -{-  aber  Be- 
rühren bedeutet ,  ob  die  Curve  von  einer  durch  den  Punkt  B  ge- 
henden Ebene  io^  chesem  Punkte  geschnitteu  oder  berührt  wird. 
Das  letzte  Zeichen  in  der  Combination  bezieht  sich  auf  die  Ebene 
B,  das  mittlere  auf  eine  andere  durch  die  Gerade  B  gehende 
Ebene  b  und  das  erste  auf  eine  Ebene  a,  welche  di^  Gerade  B 
im  Punkte  B  schneidet.  I>t  z.  B.  xyz  =r —  und  folg- 
lich xyiZi  nr  — ^  -{-  — j  so  wird  die  Curv^  im  Punkte  B  ton 
den  Ebenen  a,  B  geschnitten,  von  der  Ebene  b  aber  berührt. 
Ist  xyz  = j \-  und  folglich  xyizi  z=  —  —   —  ,  so  wird 
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die  Curve  von  jeder  durch  den  Punkt  B  gehenden  Ebene  in  die- 
sem Punkte  geschnitten. 

Will  man  aus  der  Combination  xyizi  die  Corabinatioo  xyz 
ableiten,  so  darf  man  nur  bemerken,  das»  y  zzzxyi  und  z  r:^  yi^i 
ist.  Wenn  z,  B.  die  Curve  im  Punkte  B  von  der  Ebene  B  be- 
rührt, von  jeder  andern  durch  ihn  gehenden  Ebene  aber  geschnit* 
teo'wird,  und  also  xyizi=- 1-  ist,  so  ist  xyzzr:  — -) » 

208.  Es  bezeichne  wieder  xyz  den  Fall,  welcher  in  Hinsicht 
auf  einen  Punkt  B  einer  gewundenen  Curve  s,  den  Strahl  B  der 
ihr  »ich  anschmiegenden  Regelflache  und  die  Ebene  B  des  beiden 
Gebilden  sich  anschmiegenden  Ebenbuscheis  Statt  findet. 


Beschreibt  ein  Punkt  P  die 
CurveJü,  so  beschreibt  die  Ebene 
h  P,  welche  den  Punkt  mit  ei- 
ner festen  Gerade  verbindet,  den 
Ebenenbüschel,  welcher  die  Curve 
aus  der  Axe  h  projicirt. 

In  Hinsicht  auf  die  Ebene  bB 
dieses  Büschels^  welche  nämlich 
den  Punkt  B  der  Curve  proji- 
cirt, findet  der  Fall  x  oder  xy 
oder  y  oder  z  oder  yz  oder 
xyz  statt,  je  nachdem  die  Ge- 
rade h  die  Ebene  B  in  einem 
ausserhalb  der  Geraden  B  be- 
findlichen Punkte,  oder  In  ei- 
nem vom  Punkte  B  verschiede- 
nen Punkte  der  Geraden  B  oder 
im  Punkte  B  schneidet,  oder  die 
Gerade  B  oder  eine  andere  durch 
den  Punkt  B  gehende  Gerade 
der  Ebene  B  oder  eine  nicht 
durch  den  Punkt  B  gehende 
Gerade  der  Ebene  B  ist  In 
den  drei  letztern  FäHen  fallt  die 
Ebene  hB  mit  der  Ebene  B  zu- 
Mmuiea. 


Beschreibt  eine  Ebene  P  den 
ET>enenbüschel  s,  so  beschreibt 
ihre  Spur  h  P  in  einer  festen 
Geraden  h  die  Linie,  in  wel- 
cher der  Ebenenbüscbel  von  der 
Geraden  h  geschnitten  wird. 

In  Hinsicht  auf  den  Punkt  hB 
dieser  Linie,  welcher  nämlick 
der  Schnittpunkt  der  Geraden  h 
mit  der  Ebene  B  ist,  findet  der 
Fall  z  oder  y  z  oder  y  oder  x 
oder  xy  oder  xyz  statt,  je  nach- 
dem die  Gerade  h  die  Ebene  B 
in  einem  ausserhalb  der  Gera- 
den B  befindlichen  Punkte  oder 
in  einem  vom  Punkte  B  ver- 
schiedenen Punkte  der  Geraden 
B  schneidet,  oder,  ohne  durch 
den  Punkt  B  zu  gehen,  in  der 
Ebene  B  liegt,  oder  die  Gerade 
B  oder  eine  andere  durch  den 
Punkt  B  gehende  Gerade  der 
Ebene  B  oder  eine  durch  den 
Punkt  B  gehende,  aber  ausser- 
halb der  Eben«  B  bcßndfiche 
Gerade  isi.  In  den  drei  letZ'* 
8, 
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I  tern  Fällen  fällt  der  Puukt  h  B 
I  mit  dem  Punkte  B  lusammen. 

Wenn  c.  B.  b  die  Gerade  B  ist,  und  der  Punkt  P  bei  sei- 
nem Durchgange  durch  den  Punkt  B  von  der  einen  Seite  der 
Ebene  B  auf  die  andere  Seite  dieser  Ebene  und  in  der  Ebene 
hP  von  der  einen  Seite  der  Geraden  h  auf  die  andere  Seite  die- 
•er  Geraden  übergeht,  oder  auch,  wenn  weder  das  eine  noch  das 
andere  der  Füll  ist,  so  muis  die  Ebene  B  eine  Ruckkehrebene 
des  Bi'ischels  h  se^n. 

209.  Angenommen  dass  s,  B,  xyr  das  Vorige  bedeuten,  so 
werden 


die  Curve  s  und  die  Regelfläche 
8  aus  jedem  Punkte  M  durch 
eine  Kegelflüche  S  und  den  der- 
selben sich  anschmiegenden  Ebe- 
nenbüschel S  projicirt.  In  Hin- 
sicht auf  den  Strahl  M  B  der 
Kegelfläche,  welcher  nämlich  den 
Punkt  B  projicirt,  und  die  ihm 
rugehörige  Ebene  M  B  des  Ebe- 
nenbüschcls  S  findet  der  Fall  yz 
oder  xyz  oder  xyz  oder  xy 
statt,  je  nachdem  der  Punkt  M 
der  Punkt  B  oder  ein  anderer 
Punkt  der  Geraden  B  oder  ein 
ausserhalb  dieser  Geraden  be- 
fmdlicher  Punkt  der  Ebene  B 
ist,  oder  ausserhalb  dieser  Ebene 
liegt.  In  den  drei  ersten  Fäl- 
len fällt  die  Ebene  M  B  mit  der 
Ebene  B,  in  den  beiden  ersten 
auch  die  Gerade  M  B  mit  der 
Geraden  ß  zusammen. 

210.    Eine   C,.r»e    t    P"'"    i 
*  unp.ircr ' 

Ordnung  wird  aus  jedem  Punk- 
te,   welcher   in    ihr    liegt,    aber 


die  Regelfläche  s  und  der  Ebe- 
nenbüschel s  von  jeder  Ebene  N 
in  einer  Curve  K  und  dem  der- 
selben sich  anschmiegenden  Strah- 
lenbüschel K  geschnitten.  1a 
Hinsicht  auf  den  Puukt  NB  der 
Curve  K,  in  welchem  nämlich 
die  Ebene  N  von  der  Geraden 
H  geschnitten  wird ,  und  den 
ihm  zugehörigen  Strahl  des  Bü- 
schels K  flndet  der  Fall  xy  oder 
xyz  oder  xyz  oder  yz  statt, 
je  nachdem  die  Ebene  N  die 
Ebene  B  oder  eine  andere  durch 
die  Gerade  B  gehende  Ebene 
ist,  oder  diese  Gerade  im  Punk- 
te B  oder  in  einem  andern  Punk- 
te schneidet.  In  den  drei  er- 
sten Fällen  fällt  der  Punkt  NB 
mit  dem  Punkte  B,  in  den  bei« 
den  ersten  auch  die  Gerade  NB 
mit  der  Geraden  B  zusammen. 

Ein  Ebenenbüschel   1  } 

^  unparer' 

Ordnung,  der  einer  Regelfläche 

sich  anschmiegt,  wird  von  jeder 
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kein    Ruckkehrpankt     derselben 

wt,     durch     eine    VVinkelfläche 

runpareri 

(  J    Ordnung,  aus  jedem 

Ruckkehrpunkte  aber  durch  eine 

Winkelfläche  j      ^^'^^     }    Ord- 
/    unparer 

nung  projicirt. 


Ebene,  die  ihm  angehört,    aber 

keine  RGckkehrebene   desselben 

ist,     in    einem     Strahlenbüschel 

( unparer)     _    . 

{  \    Ordnung,  von  jeder 

^    parer  ' 

RucLkebrebene    aber    in    einem 


Strahlenbuschcl  f    ^^'^    i  Ord- 
'  unparer ' 

nung  geschnitten. 
Wenn  nämlich  eine  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  S  der 
Curve,  aber  nicht  durch  die  in  diesem  Punkte  derselben  sich  an- 
schmiegende Gerade  geht,  die  Curve  in  n  Punkten  schneidet,  so 
schneidet  sie  die  Fläche,  welche  aus  dem  Punkte  S  die  Curve 
projicirt,  in  n  oder  n  —  1  Strahlen,  je  nachdem  der  Punkt  S  ein 
Riickkehrpunkt  oder  kein  Rfickkehrpunkt  der  Curve  ist. 

211.  Die  Anzahl  m  der  Rückkehrpunkte  einer  geschlossenca 
gewundenen  Curve  s  ist  eine  pare  oder  unpare  Zahl,  je  nachdem 
die  der  Curve  sich  anschmiegende  Regelfläche  s  von  parer  oder 
unparer  Ordnung  ist.  Dasselbe  gilt  von  der  Anzahl  n  der  RiJck- 
kehrebenen  des  der  Regelfläche  •  sich  anschmiegenden  Ebenen- 
büschels  8. 

Die  Regelfläche  s  wird  nämlich  nach  209  von  jeder  Ebene, 
welche  durch  keinen  Strahl  derselben  geht,  in  einer  Curve  ge- 
schnitten, welche  n  Wendepunkte  hat,  woraus  (203)  der  letztere 
Satz  folgt.  Es  ist  aber  biedurcb  auch  der  erstere  (reciproke) 
Satz  bewiesen.    167. 

212.  Die  Anzahl  r  der  Ruckkehrdtrahleu  einer  geschlossenen 
Regelfläche  s,  welche  einer  gewundenen  Curve  sich  anschmiegt, 
ist  eine  pare  Zahl,  wenn  die  Curve  s  und  der  ihr  sich  anschmie- 
gende Ebenenbüschel  entweder  beide  von  parer  oder  beide  von 
unparer  Ordnung  sind.  Ist  aber  das  eine  von  diesen  beiden  Ge-> 
bilden  von  parer  und  das  andere  von  unparer  Ordnung,  so  ist  r 
eine  unpare  Zahl. 

Es  werde  die  Curve  s  von  einer  Ebene,  welche  weder  durch 
^inen  ungewöhnlichen  Punkt  der  Curve  noch  durch  einen  Strahl 
der  Regelfläche  •  geht,  in  n  Punkten  geschnitten,  so  hat  (209) 
die  Curve  K,   in   welcher   die  Regelfläche  s  von  jener  Ebene  ge- 
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schnitten  mWdy  n-|-r  RucVkebrpnnVte,  woraus  tnim  (JOS>  §cMi^»- 
aen  kann,  dnss  der  der  Corve  K  sich  anschiniegefKle  Strahlenliu- 
8chel  und  mithin  auch  (165)  der  EbeneD^jüschel  s  voq  parer  oder 
unparer  Orduung  sey ,  je  oachdem  n  -f-  r  eioo  pare  oder  unpare 
Zahl  ist. 


§.     16. 
InToIutionea. 

213.  Wenn  in  rwci  zu  einander  projektiyiftchen  Grondgebil- 
den  je  zwei  homologe  Elemente  P,  Pi  einander  doppelt  (abwech- 
selnd) entsprechen ,  nämlich  dem  Elemente  P  des  einen  Gebilde» 
das  Element  Pi  des  andern  und  dem  Elemente  Pi  des  erstem 
das  Element  P  des  letztern  entspricht,  so  heissen  die  Gebilde  in- 
volutorisch  liegend  (Ä).  Es  nird  hiebei  vorausgesetzt,  dass  die 
zu  einander  projektivischen  Grundgel»ilde  nicht  alle  ihre  Elemente 
entsprechend  gemein  haben,  aber  doch  jedes  Element  des  einen 
auch  ein  Element  des  andern  sey. 

Gev* ähnlich  wird  von  zwei  involutorisch  liegenden  Gebildeo 
nur  wie  von  einem  Gebilde  gesprochen,  dessen  Elemente  involu- 
torisch gepaart  seyen,  daher  das  Gebilde,  wenn  in  ihm  je  zwei 
einander  zugeordnete  Elemente  mit  einander  vertauscht  werden, 
so  dass  dasjenige,  welches  vorher  als  das  erstere  betrachtet  wurde, 
alsdann  als  das  letztere  erscheint ,  dieser  seiner  Permutation  pro- 
jektivisch  sey.  Sind  z.B.  AAi,  BBi,  C  Ci  drei  Elementenpaare, 
so  ist  A  Ai  B  Bi  C  Ci  Ä  Ai  A  Bi  B  Ci  C,  A  Bi  C  Ai  B  Ci  Ä  Ai  B  Ci  A Bi  C 
u.  s.   w. 

214.  Zwei  ungleichartige  einförmige  Gebilde  oder  ein  ebene» 
System  U  und  ein  Strahlenbündel  S,  welche  zu  einander  projek- 
tivisch  sind,  sollen  involutorisch  liegend  heissen,  wenn  deis  eine 
Gebilde  mit  einem  Schnitte  des  andern  involutorisch  liegt.  Ent- 
spricht dem  Elemente  P  des  ebenen  Systems  das  Element  S  Pt 
des  Strahlenbündels,  welches  nämlich  die  Ebene  U  in  Pi  schnei- 
det, so  muss,  wenn  die  Gebilde  involutorisch  liegen,  dem  Ele- 
mente Pi  des  ebenen  Systems  das  Element  SP  des  Strahlenbün- 
dels entsprechen.     Liegen  ein  gerades  Gebilde  u  und  ein  Ebenen- 
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bu5chel  s,  wclchö   z»  üinan<ler  projektivi^ch  siiitl,  involutorlsch,  so 
niiiss,   tventi  dem  Punkte  P   de«  geraden  Gebildes  die  Ebene  sPi    * 
des  Büscbels    entspricht,    welche   die  Gerade  u  in  dem  Punkte  Pi 
schneidet,   diesem  Punkte  dQ»  «erstem  Gebildes  die  Ebene  sP  des 
letztem  entsprechen. 

215.    Wenn   in    zvtci  2u   ein?»ndcr   projektiviscben  einförmigen. 
Gebil<len  irgend  zwei  Elemente  A,  Ai    einander   doppelt   entspre- 
chen ,  so   liegen  die   Gebilde  involutorisch. 

Wenn  nämlich  B  ein  drittes  Element  des  einen  Gebildes  und 
Bi  diis  ihm  entsprechenile  Element  de»  andern  ist,  so  muss,  «rcil 
(119)  AAiBBi  A  AiABiB  ist,  auch  dem  Elemente  Bi  des 
erstem  Gebilder  das  Element  B  des  letztern  entsprechen.  Da  als- 
d.mn  ferner  dem  Stucke  ABAi  das  Stück  AjBiA  entspricht,  so 
fo'gt  noch,  dass  die  beiden  Gebilde  entweder  gar  kein  Element 
oder  zwei  Elemente  entsprechend  gemein  haben,  jo  nachdem  näm- 
lich die  Elemente  A,  Ai  durch  die  Elemente  B,  Bi  getrennt  oder 
nicht  getrennt  sind.    112» 

Sind  ein  gerades  Gebilde  und  eid  Ebenenbuschel,  desscs  Axe 
das  gerade  Gebilde  nicht  schneidet,  projektivisch  so  aufeinander 
bezogen,  <lass  von  irgend  zwei  Punkten  A,  Ai  des  geraden  Ge-* 
bildei  jeder  in  der  dem  undern  entsprechenden  Ebene  des  Bu- 
scheis liegt,  so  liegen  die  Gebilde  involutorisch.  Das  gerade  Ge- 
bilde enthalt  alsdann  entweder  g^r  keinen  Punkt,  welcher  in  der 
ihm  entsprechenden  Ebene  des  Büschels  liegt,  oder  zwei  solche 
Punkte,  je  nachdem  oämlich  der  Winkel,  welcher  aus  der  Axe 
i\es  Büschels  die  Strecke  AAi  projicirt,  der  Strecke  Ai*A  oder 
der  Strecke  AiA  entspricht. 

216.  Ein  involutorisches  einförmiges  Gebilde  enthült  ectweder 
(215)  gar  kein  Element,  welches  mit  dem  ihm  zu^cordnctca  Ele- 
mente zusammenfällt,  oder  zwei  Elemente  (Ordnungselcmcnte), 
deren  jedes  «ich  selbst  zugeordnet  ist,  je  nachdem  nämlich  zwei 
einander  zugeordnete  Elemente  durch  zwei  andere  solche  Elemente 
getrennt  oder  nicht  getrennt  sind.  Im  letztera  Falle  sind  (118-) 
die  Ordnungsekmente  M,  N  dorcb  je  zwei  einander  zugeordnete 
Elemente  P,  Pi,  da  MNPPi  A  MNPiP  1*4,  harmonisch  ge-^ 
trennt 
''>'    2 17. -Witt  »aa  die  Eleneatc  eine*  eioCormigea  GrundgebUde« 


120 

projektivifch  paaren  (das  Gebilde  all  ein  involutorische«  betrach- 
ten),  so  kann  man  in  ihm  (nach  110  and  215)  xwei  Paare  AAi, 
BBi  oder  ein  Paar  AAi  und  ein  Ordnungselement  M,  oder  zwei 
Ordnungselemente  nach  Belieben  annehmen,  wodurch  aber  als- 
dann jedem  Elemente  P  ein  Element  Pi  zugeordnet  ist.  Werden 
im  letztem  Falle  die  Elemente  M,  N  durch  zwei  Elemente  A,  Ai 
harmonich  getrennt ,  so  ist  derselbe  auf  den  Torletzten  zurück- 
geführt. 

218.    Wenn   ton    zwei    zu   einander   projektivischen    Gebilden 

ABC ,  AiBiCi...,    deren  jedes  nur  aus  einzelnen  Elementen 

besteht,  gesagt  wird,  dajs  sie  involutorisch  liegen,  so  heisst  diess 
nichts  anderes,  als  dass  sie  homologe  Gebilde  von  zwei  involuto- 
risch liegenden  projektivischen  Grundgebildcn  sind. 

Ist  nur  von  Elementen  eines  und  desselben  einförmigen  Grund- 
gebildes die  Rede,  so  ist  (215)  die  Aussage  ABC  Ä  AiBiCi 
mit  der  Aussage  A  Ai  B  C  Ä  Ai  ABi  Ci,  die  Aussage  MAB  Ä 
MAiBi  mit  der  Aussage  MAAiB  A  MAiABi  und  die  Aussage 
MNA  Ä  MNAi  mit  der  Aussage,  dass  MANAi  ein  harmoni- 
sches Gebilde  (A  MAiNA)  sey,  ganz  übereinstimmend.  Ferner 
kann  alsdann  aus  ABC  Ä  AiBiCi  und  ABD  ä  AiBjDi  auf 
ABCD  Ä  AiBjCiDi,  aus  MABÄMAiBj  und  MBCÄ  MBiCi 
auf  MABC  Ä  MAiBiCi  und  aus  MNA  Ä  MNAi  und  MNB 
Ä  MNBi  auf  MNAB  Ä  MNAiBi  geschlossen  werden. 

219.  Der  Inbegriff  von  drei  oder  auch  mehr  ab  drei  Elemen- 
tenpaarcn  eines  involutorischen  einförmigen  Grundgebildes  heisst 
eine  Involution.  Wenn  also  die  einrörniigen  Gebilde  AAiBC» 
AiABiCi  zu  einander  projektivisch  sind,  so  ist  AAi.BBi.CCi 
eine  Involution.  Sind  die  einförmigen  Gebilde  MAAiB,  MAiAßi 
zu  einander  projektivisch,  so  ist  M.AAi.BBi  eine  Involution,  in 
welcher  das  Element  M  die  Stelle  eines  Paares  vertritt.  Ist 
MANAi  ein  harmonisches  Gebilde,  so  ist  M.N.AAi  eine  Invo- 
lution, in  welcher  jedes  von  den  beiden  Elementen  M,  N  die 
Stelle  eines  Paares  vertritt. 

Durch  zwei  Elementenpaare  einer  Involution  und  ein  Element 
eines  dritten  Paares  ist  auch  das  andere  Element  dieses  Paares 
bestimmt.  —  Wenn  von  beliebig  vielen  Elementenpaaren  eines 
einförmigen  Gebildes  das    dritte    mit   den  beiden  ersten  und  jedes 
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folgende  mit  tvte'i  vorhergehenden  eine  Involution  bildet,  so  l/ilden 
(218)  alle  und  also  auch  je  drei  eine  Involution.  —  Jeder  Invo- 
lution in  dem  einen  von  zwei  zu  einander  projektivischcn  Gebil- 
den entspricht  (103)  eine  Involution  im  andern,  daher  namentlich 
jede  Involution  von  Punkten  aus  jedem  ausserhalb  der  Geraden 
befindlichen  Mittelpunkte  durch  eine  Involution  von  Strahlen  pro- 
jicirt  wird. 

220.  Sucht  man  zu  den  drei  Elementen  A,  B,  C  eines  ein- 
förmigen Grundgebildes  in  jeder  Anordnung  das  vierte  harmoni- 
sche Element,  so  erhält  man  drei  andere  Elemente,  zu  welchen 
in  jeder  Anordnung  eines  der  drei  erstem  das  vierte  harmonische 
Element  ist.  Auch  können  die  sechs  Elemente  auf  viererlei  Art 
zu  einer  Involution  gepaart  werden. 

Wenn  nämlich  ABCBi,  BCACi,  CABAi  harmonische  Ge- 
bilde sind,  so  ist  (M7)  ABCBi  7^  ACBCi  und  folglich  (219) 
A.BC.BiCi  eine  Involution,  daher  die  Elemente  A,  Ai,  welche 
durch  die  Elemente  B,  C  harmonisch  getrennt  sind,  auch  durch 
die  Elemente  Bi,  Ci  harmonisch  getrennt  seyn  müssen.  Eben 
so  wird  bewiesen,  dass  AiBiCiB,  BiCiAiC  harmonische  Ge- 
bilde sind.  Da  hiernach  AAiBC  Ä  AjABiCi  A  AiACiBi,  so 
sind  AAi.BBi.CC],  A  Ai.BCi  .BiC  und  ebenso  BBi.ACi.AiC» 
CCi.ABi.AiB  Involutionen. 

221.  Werden  in  einer  Ebene  ein  gerades  Gebilde  n,  ein 
Strahlenbuschel  H  und  ein  Dreieck  EFG  angekommen,  von  wel- 
chem kein  Eckpunkt  in  der  Geraden  u  liegt  und  keine  Seite  durch 
den  Punkt  H  geht,  und  alsdann  das  gerade  Gebilde  u  und  der 
Strahlenbuschel  H  projektivisch  so  aufeinander  bezogen,  dass  den 
drei  Punkten  A,  B,  C  des  erstem  Gebildes,  welche  von  den 
Seiten  EF,  FG,  GE  des  Dreiecks  die  Spuren  8in<l,  die  drei 
Strahlen  HG,  HE,  HF  des  letztern  entsprechen,  welche  die  je- 
nen Seiten  gegenüberliegenden  Eckpimkte  projiciren,  so  liegen 
die  beiden  Gebilde,  wenn  die  Gerade  u  nicht  durch  den  Punkt 
H  geht,  involutorisch.  Geht  aber  die  Gerade  u  durch  den  Punkt 
H,  so  entspricht  diesem  Punkte  des  geraden  Gebildes  der  Strahl 
n  des  Strahlenbüschels.  —  Es  schneide  der  Strahl  HG  die  Gerade 
d  im  Punkte  Ai  and  die  Gerade  EF  im  Punkte  K.  Dn  nun  Her 
Sirablenbutcbel    H(GEFA)    dem   geraden    Gebld^    HEFA,    also 
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mich  tlem  g<Tail<»n  Gebilde  AjCDA,  welche«  vom  erstern  eiue 
Projektion  aus  dem  Punkte  G  i«t,  mithin  auch  (119)  dem  gera- 
den Gebilde  ABCAi  projeklivi»ch  irt,  »o  entspricht  dem  Punkte 
Ai  des  geraden  Gebildes  u  der  Strahl  H  A  dei  Büschels  H,  wor- 
aus (215)  der  Sat2  folgt. 

Anni.     Der  Brjiiiff   n   Eck    wird    in  dicvem    (   wieder  in  der  Bfdeu- 
tunjf  von  71)   genommcu. 


222.  Die  Seiten  eines  vollstän- 
digen ebenen  Vierecks  EFGH 
werden  (221)  von  einer  jetlen 
Geraden,  welche  mit  ihm  in 
einerlei  Ebene  liegt,  aber  durch 
keinen  seiner  Eckpunkte  geht, 
in  einer  Involution ,  näuilich  je 
zwei  Gegenseiten  in  zwei  ein- 
ander zugeordneten  Punkten  ge- 
ächuitten. 


Die  Eckpunkte  eines  vollstiia» 
digen  Vierseits  werden  aus  je- 
dem Puukte,  welcher  mit  ihm 
in  einerlei  Ebene,  aber  in  kei- 
ner seiner  Seiten  liegt,  durch 
eine  Involution,  nämlich  je  zwei 
Gegenpunkte  durch  zwei  einan- 
der zugeordnete  Strahlen  proji- 
cirt. 


Wenn  also  zwei  Vierecke  aufeinander  bezogen  sind,  und  eine 
Gerade,  welche  durch  keinen  Eckpunkt  derselben  geht,  von  den 
vier  Seiten  und  einer  Diagonale  des  einen  in  denselben  Punkten 
geschnitten  wird ,  in  welchen  die  homologen  Seiten  und  irgend 
eine  Diagonale  des  andern  sich  schneiden,  so  wird  me  auch  von 
den  beiden  übrigen  Diagonalen  in  einem  und  demselben  Punkte 
geschnilten.     Ein  besonderer  Fall  von  diesem  Satze  heisat: 

Wenn  zu  den  vier  Seiten  eines  Vierecks  die  vier  Seiten  eines 
andern  der  Ordnung  nach  parallel  sind,  und  überdiess  zu  einer 
Diagonale  des  erstern  irgend  eine  Diagonale  des  letztern  parallel 
ist,  so  sind  auch  die  beiden  übrigen  Diagonalen  zu  einander 
parallel. 


223.  Sind  zwei  Punkte  M,N 
durch  je  zwti  Gegenseiten  eines 
Vierecks  harmonisch  getrennt, 
80  sind  sie  entweder  auch  durch 
die  beiden  Diagonalen  harmo- 
nisch   getrent ,     oder    sie    liegen 


Sind  zwei  Gerade  durch  je 
zwei  Gegenpunkte  eines  Vier- 
ecks harmonisch  getrennt,  so 
siuil  sie  entweder  auch  durch 
die  beiden  Puukte,  in  deren 
jedem  ein  Paar  Gegenseiten  sich 
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in    cinrr    nntl    derselben  Dingo- 
tiule.     Folgt  aus  219  und  222. 

Wenn  daher  je  Bwei  Gcgen- 
sriten  eines  vollständigen  Vierecks 
durch  zwei  andere  Gerade  har- 
monisch getrennt  werden,  un<l 
von  diesen  sechs  andern  (rera- 
den  drei  in  einem  und  demsel- 
ben Punkte  M  sich  schneiden,  so 
gehen  auch  die  drei  übrigen  durch 
einen  und  denselben  Punkt  N. 

224.  Durch  zwei  projektiv! • 
sehe  gerade  Gebilde  s,  si ,  wel- 
che in  einerlei  Ebene,  aber  nicht 
in  einer  und  derselben  Geraden 
liegen ,  ist  eine  Gerade  r  be- 
feVimrot,  welche  nämlich,  wenn 
das  eine  von  den  beiden  gera- 
den Gebilden  aus  einem  belie- 
bigen Punkte  des  andern  nnd 
das  andere  aus  dem  homologen 
Punkte  des  erstem  projicirt  wird, 
von  je  zwei  homologen  Strahlen 
der  zu  einander  projektivischea 
Strahlenbüschel  in  einem  und 
»lemselben  Punkte  geschnitten 
wird. 

Es  entspreche  der  Schnittpunkt  Pj,  der  Geraden  8,  si  als 
Pimkt  der  letztern  dem  Punkte  P  der  erstem  und  dem  Punkte 
Pj  der  erstem  der  Punkt  P2  der  letztem.  Ferner  seyen  A,  B 
irgend  Bwci  andere  Punkte  der  Geraden  §  und  Ai,  Bi  die  ho- 
mologen Punkte  der  Geraden  si ,  so  sind  (108)  die  beiden  Strah- 
lenbüschel, von  welchen  der  eine  das  gerade  GebiWe  s  a;is  dem 
Punkte  Ai  und  der  andere  das  gerade  Gebilde  si  ans  dem  Punkte 
Ä  projicirt,  Scheine  eines  und  desselben  geraden  Gebildes  t  nnd 
eben   so   die   beiden  Strahlenbüschel,    Ton   welchen   <ler    eine  das 


schneiden,  harmonisch  getreruit, 
oder  sie  schneiden  sich  selbst 
in  einem  dieser  Punkte. 

Wenn  daher  je  zwei  Gcgen- 
punkte  eines  vollständigen  Vicr- 
seits  durch  zwei  andere  Punkte 
harmonisch  getrennt  werden,  und 
von  diesen  sechs  andern  P«ink- 
ten  drei  in  einer  und  <lersclbcn 
Geraden  liegen,  so  Hegen  auch 
die  drei  übrigen  in  einer  und 
derselben  Geraden. 

Durch  zwei  projektivische 
Strahlenbüschels,  Si,  welche  in 
einerlei  Ebene  liegen,  aber  nicht 
concentrisch  sind,  ist  ein  Punkt 
V  bestimmt,  welcher  näuiHch, 
wenn  der  eine  von 'den  beiden 
Buschein  von  einem  beliebigen 
Strahle  des  andern  und  der  an- 
dere von  dem  homologen  Strahle 
des  erstem  geschnitten  wird,  mit 
je  zwei  homologen  Punkten  der  zu 
einander  projektivischen  Schnitte 
in  einer  und  derselben  Geraden 
liegt. 
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gerade  Gebilde  s  ans  dem  Punkte  Bi  nnd  der  andere  das  gerade 
Gebilde  «i  aus  dem  Punkte  B  projicirt,  Scheine  eines  und  des- 
selben geraden  Gebildes  w.  Dais  aber,  was  nur  noch  zu  be- 
weisen ist)  die  Geraden  v,  w  in  einanderfallen,  g^ht  daraus  her- 
vor, weil  beide  sowohl  durch  den  Schnittpunkt  N  von  ABi  und 
AiB  als  auch  durch  die  Punkte  P,  Pj  gehen,  welche  übrigens, 
\%enn  die  Gebilde  s,  si  Schnitte  eines  und  desselben  Strahlenbu- 
schels  M  sind,  mit  dein  Punkte  Pi  zusammenfallen.  In  diesem 
Falle  ist  die  Gerade  v  von  der  Geraden  PM  durch  die  Geraden 
By  81  harmonisch  getrennt.  —  Liegen  die  Büschel  S,  Sj  nicht 
perspektivisch,  so  ist  der  Punkt  V  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Strahlen,  welche  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  pi  derselben  ent- 
sprechen. Sind  aber  die  Büschel  S ,  Si  Scheine  eines  und  des- 
selben geraden  Gebildes  u,  so  ist  der  Punkt  V  zu  den  Punkten 
S,  upi,  Si   der  vierte  harmonische   Punkt. 

Da  aus  dem  Punkte  N  die  Punkte  A ,  B  durch  die  Strahlen 
NA,  NB,  die  Punkte  Ai,  Bi  aber  durch  die  Strahlen  NB,  NA 
projicirt  werden,  so  folgt  noch: 


Die  geraden  Gebilden  s,  sy 
werden  aus  jedem  Punkte,  wel- 
cher in  der  Geraden  v  aber  in 
keiner  von  den  beiden  erstem 
Geraden  liegt,  durch  zwei  in- 
Tolutorisch  liegende  Strahlenbü- 
schel projicirt. 

225.  \\  enn  von  einem  Sechs- 
ecke ABjC  AiBCi  jedreiEck- 
punkte,  unter  welchen  keine  zwei 
»ufeinanderfolgende  sind,  in  ei- 
ner und  derselben  Geraden  lie- 
gen ,  so  liegen  auch  die  drei 
Punkte,  in  deren  jedem  ein 
Paar  Gegenseiten  sich  schnei- 
den, in  einer  und  derselben  Ge- 
r.ulen.  Aus  jedem  vierten  Punkte, 
welcl.er  in  dieser  Geraden,  aber 
in  keiner  von  den  beiden  erstem 


Die  Strahlenbüschel  S,Si  wer- 
den von  jeder  Geraden,  welche 
durch  den  Punkt  V,  aber  durch 
keinen  von  den  Punkten  S,  Si 
geht,  in  zwei  involutorisch  lie- 
genden geraden  Gebilden  ge- 
schnitten. 

Wenn  von  einem  Sechsecke 
je  drei  Seiten,  unter  welche  kei- 
ne zwei  aufeinauderfulgende  sind, 
in  einem  und  demselben  Punkte 
sich  schneiden,  so  schneiden  sich 
auch  die  drei  Diagonalen,  deren 
jede  ein  Paar  Gegenpunkte  ver-» 
bindet,  in  einem  und  demselben 
Punkte.  Jede  vierte  Gerade, 
welche  durch  diesen  Punkt,  aber 
durch  keinen  von  den  beiden 
erstem      Schnittpunkten      geht. 
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liegt,  werden  die  drei  Paar  Ge- 
genpuokte  des  Sechsecks  durch 
eine  Involution  von  drei  Paar 
Strahlen  projicirt. 


schneidet  die  drei  Paar  Gegen- 
seiten des  Sechsecks  in  einer 
Invohitiou  von  drei  Paar  Punk* 
ten. 


Es  folgen  diese  Sätze  aus  den  vorigen,  wenn  man  bemerkt, 
dass  zwei  einförmige  Gebilde  projektivisch  so  aufeinander  bezo- 
gen werden  können,  dass  drei  gegebenen  Elementen  A,  B,  C  des 
einen  drei  gegebene  Elemente  Ai,  Bi,  Ci  des  andern  entspre- 
chen. Die  erstem  Theiie  der  obigen  Sätze  können  auch  in  foU 
genden  zusammengefasst  werden: 

Wenn  die  Dreiecke  FF1F2,  GGiGj  perspektivisch  liegen, 
und  dasselbe  von  den  Dreiecken  FF1F2,  GiGiG  gilt,  so  gilt  es 
auch  von  den  Dreiecken  FFiF2>  G2GG1. 


§.17. 

Involutorische  Systeme. 

226.  Wird  von  zwei  ebenen  Systemen  oder  von  zwei  Strah- 
lenbundeln  oder  von  zwei  räumlichen  Systemen,  welche  projekti- 
visch sind  und  überdiess  involutorisch  liegen,  nur  wie  von  einem 
Systeme  gesprochen ,  so  soll  dieses,  wenn  die  Systeme  collineär 
sind ,  ein  iuvolutorisches  System ,  im  entgegengesetzten  Falle  aber 
ein  Polarsystem  genannt  werden.  Der  Inbegriff  von  zwei  einan- 
der zugeordneten  Gebilden  G,  Gi  eines  involutorischen  Systems 
ist  ein  iuvolutorisches  Gebilde  GGi. 

227.  In  zwei  collineären  ebenen  Systemen,  welche  involuto- 
risch liegen,  ist  durch  je  zwei  einander  entsprechende  Elemente 
A,  Ai  ein  Element  AAi  bestimmt,  welches  sich  selbst  (dem  Ele- 
mente AiA)  entspricht,  daher  die  beiden  Systeme  unendlich  viele 
Elemente  entsprechend  gemein  haben  und  mithin  auch  perspekti- 
visch liegen.  Und  wenn  zwei  collineäre  ebene  Systeme  einen 
Strahlenbuschel  S  und  also  auch  ein  gerades  Gebilde  u  entspre- 
chend gemein  haben,  und  irgend  zwei  Punkte  A,  Ai  einander 
doppelt  entsprechen,  nämlich  durch  den  Punkt  S  und  einen  Punkt 
E  der  Geraden  u  harmonisch  getrennt   sind,   so  gilt  diess  (136) 
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von  je  zwei  homologen  Pimkten,    daher  die  Systeme  auch  involu« 

turisch   liegen. 

>Vill  man  ein  ebenes  System  als  ein  involutorlsches  betrach- 
ten, 80  liurf  mnn  nur  in  der  Ebene  eine  Gerade  u  als  Orduungs- 
liiiie  und  einen  ausserhalb  dieser  Linie  befmdlichen  Punkt  S  als 
Ordnungüpiiiikt  annehmen  und  alsdann  in  jeder  Geraden,  welche 
durch  den  Orjinimgspuukt  geht,  den  Punkt,  in  welchem  sie  die 
Ordnuiigälinie  schneidet,  als  den  andern  Ordnungspunkt,  in  jedem 
Struhlcnbiischel  über,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Ordnungslinic 
liegt,  den  Strahl,  welcher  durch  den  Ordnungspuukt  geht,  ali 
den  andern  Ordnungsstrahl  betrachten. 

228.  Jede  Curve  SAT,    welche  den  Ordnungspunkt  S  eines 
involutorischea    el>enen    Systems    mit    einem    Punkte  T    der    Ord- 
nungslinie   u    verbindet,     bildet   mit    der   ihr    zugeordneten    Curve 
SAiT  eine  involutorische  Curve  unparer   Ordnung,  in  welcher  der 
Punkt  S    ein    gewülinlicher    NVeiulcpiinkt,    der    Punkt  T    aber    ein 
gowülinliclicr    Punkt    oder     ein    gc\>ölinlicher    Rückkehrpunkt    oder 
ein   Eckpunkt  ist,  je  nachdem  in  diesem  Punkte  der  Curve  SAT 
die  Gerade  TS  oder  die  Gerade   u    oder    eine    dritte  Gerade  sich 
an:>chniiegt.     Die    Gerade  u    bildet    nämlich    mit  jeder    durch    den 
Punkt  S    gehenden    Geraden    zwei    einander    zugeordnete    Winkel, 
daher  die  involutorische  Curve    im  Punkt  S    von   jeder    durch  ihn 
gehenden  Geraden    geschnitten,    im    Punkte  T    hingegen    >on    der 
Geraden  ST  berührt,    von    der  Geraden  u  aber  geschnitten  wird. 
Schneidet  eine  durch  den  Punkt  S    gehende  Gerade  die  CurTC  in 
dem  einen  von  zwei  einander   zugeordneten  Punkten,  so  schneidet 
sie  dieselbe  auch    im    andern ,    daher    die  Anzahl    der    tod  S  ver- 
schiedenen Schnittpunkte  eine  pare  Zahl  ist. 

Jede  Linie  TAU,  welche  von  zwei  Punkten  der  Ordnungs- 
linie Ix-'grenzt  ist,  bildet  mit  der  ihr  zugeordneten  Linie  TAiU 
eine  involutorische  Linie  parer  Ordnung,  welche,  wenn  sie  nicht 
Öfter  als  eiaioal  durclx  einen  und  denselben  Punkt  geht,  der  Um- 
fang einer  involutorlschcn  Figur  ist,  die  durch  das  in  ihr  liegende 
Stück  der  Ordnuagsliuie  in  zwei  einander  zugeordnete  Theile  ge- 
theill  wird.      Der   Ordnimgspunkt  S  liegt  ausserhalb   der   Figur. 

Jede  Linie  ABAi,  welche  von  zwei  einander  zugeortlnetca 
Punkten  bekreuzt  ist,  bildet  mit  der  ihr  zugeordneten  Linie  A^UiA 
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eine  g«schloMfne  Linie  pai'cr  Ordnung,  welche,  wenn  sie  durch 
keinen  Punkt  öfter  als  einmal  gehl  (aL^o  auch  mit  der  Ordnungs- 
linie keinen  Punkt  gemein  hat),  tier  Liufung  einer  involutorisclien 
Figur  ist,  tlie  den  Ordnungspunkt  S  in  lich  enthült.  Eine  solche 
involutorische  Figur  wird  durch  jede  iu  ihr  liegende,  zwei  Punkte 
ihres  Umfangs  verbindende  Linie  ASAi,  welche  nicht  öfter  als 
einmal  durch  einen  und  denselben  Punkt  geht  und  aus  zwei  ein- 
ander zugeordneten  Linien  SA,  SAi  lusammcngesetrt  ist,  io 
xwei  einander  zugeordnete  Theile  gelheilt.  In  zwei  collineären 
Systemen  ent:?|)rechen  einander  nämlich  zwei  Figuren,  wenn  der 
Umfang  der   einen  dem  Umfange  der  andern   entspricht. 

2i0.  Wenn  in  zwei  collineären  Systemen,  welche  einen  Strah- 
lenbundel  S  und  also  auch  ein  ebenes  System  U  entsprechend  ge- 
mein haben,  irgend  zwei  Punkte  A,  Ai  einander  doppelt  entspre- 
chen, und  also  durch  den  Punkt  S  und  einen  Punkt  il  der  Ebene 
U  harmonisch  getrennt  sind,  so  gilt  diess  (130)  ^on  je  zwei  ho- 
mologen Punkten,  daher  die  Systeme  involutorisch  liegen.  In  je- 
der Ebene,  welche  durch  den  Ordnungspunkt  S  eines  solchen  in- 
volutorischen  Systems  geht,  erscheint  die  Spur  der  Ordnungsebene 
als  Ordnungslinie,  in  jedem  Slrablenbun<lel  aber,  welchem  die 
Ordnungsebene  angehört,  der  Strahl,  welcher  den  Ordnungspunkt 
projicirt,  als  Ordnungsslrahl.  Die  Ordnungsebene  bildet  mit  jeder 
durch  den  Ordnungspunkt  gebenden  Ebene  zwei  einander  zuge- 
ordnete Winkel. 

Jede  gewundene  Curve,  welche  den  Punkt  S  mit  einem  Punkte 
T  der  Ebene  U  verbindet,  bildet  mit  der  ihr  zugeordneten  Curve 
eine  involutorische  Curve  unparer  Ordnung,  welche  im  erstem 
Punkte  von  jeder  durch  ihn  gehenden  Ebene  geschnitten,  im  letz- 
tern aber  von  der'  Ebene  U  geschnitten  und  von  jeder  durch  die 
Gerade  ST  gehenden  Ebene  berührt  wird.  Jede  Linie,  welche 
von  zwei  Punkten  der  Ebeoe  U  oder  von  awei  einaiuler  zugeord- 
neten Punkten  begrenzt  ist,  bildet  mit  der  ihr  lugeordneteo  Linie 
eine  involutorische  Linie  parer  Ordnung. 

Wenn  ein  involutorischer  Körper,  welcher  einem  involutori- 
ichen  Systeme  der  obigen  Art  angehört,  durch  ein  Stück  der 
Ordnungsfläche  in  zwei  einander  zugeordnete  Theile  getheilt  wird, 
•0  liegt  (184)    der  OrduuBgs^miikl   auiAerkalb    desselben.     Wen« 
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hingegrn  der  Korper  den  Ordoungspunkt  in  sich  enthält,  lo  hat 
feine  Oberfläche  mit  der  Ordnuugsfläche  keinen  Punkt  gemein. 
Im  letztern  Falle  giebt  es  unendlich  viele  durch  jenen  Punkt  ge* 
hende  Flächen,  deren  jede  den  Körper  in  zwei  einander  zugeord* 
nete  Theile  theilt. 

230.    Sollen    zwei   räumliche  Systeme  collineär  so  aufe'^nander 
bezogen  werden,    dass   sie    zwei    nicht   in  einerlei  Ebene  liegende 
gerade  Gebilde  s,  u    und    also    auch  die  Ebeneubuscbel  s,  u   ent- 
sprechend   gemein    haben ,     so    kann    man    noch    in  eiuer  Geraden 
MN,    welche  einen  Punkt  M  der  Geraden  s    mit  einem  Punkte  N 
der  Geraden  u  verbindet,    zu   einem   dritten  Punkte  A   des    einen 
Systems  den  homologen  Punkt  Ai   des   andern   nach  Belieben  an- 
nehiiieu.     Wenn    nämlich  G,  J    noch   zwei  Punkte    der  Geraden  s 
um!  H,  K    noch   zwei  Punkte    der  Geraden  u    sind    und   die  Sy- 
steme   projektivisch    so    auf   einander    bezogen    werden,    dass    den 
Punkten  G,  H,  J,  K,  A  des  einen  die  Punkte  G,   H,  J,  K,  Ai 
des  andern  entsprechen,  so  haben  sie  auch  den  Punkt  M,   in  wel- 
chem  die    Gerade  GJ   von    der  Ebene  HKA    (oder  HKAi)    ge- 
schnitten   wird,   mithin  (122)   das  gerade  Gebilde  s    und    eben  so 
das  gerade  Gebilde  u  entsprechend    gemein,    daher    auch   je    zwei 
homologe    ebene    Systeme,    welche   in    einer    durch    die    Gerade   s 
oder    durch   die    Gerade   u    gehenden    Ebene   liegen,    zu   einander 
perspektivisch  sind. 

Da  es  durch  jeden  Punkt  und  in  jeder  Ebene  eine  Gerade 
giebt,  welche  die  Geraden  s,  u  schneidet,  und  also  sich  selbst 
entspricht,  so  muss  auch  jede  Gerade,  welche  zwei  homologe 
Punkte  verbindet  oder  die  Schnittlinie  von  zwei  homologen  Ebe- 
nen ist,  die  Geraden  s,  u  schneiden.  Jedes  gerade  Gebilde 
MNAAi,  welches  aus  einem  Punkte  der  Geraden  s,  einem  Punkte 
der  Geraden  u  und  zwei  homologen  Punkten  besteht,  ist  jedem 
andern  solchen  geraden  Gebilde  GHCCi  projektivisch.  Sind 
nämlich  B,  B|  zwei  homologe  Punkte  der  Geraden  MH,  so  ist 
(I3C)  MNAAi  A  MHBBi  A  GHCCi. 

Die  Systeme  können  einstimmig-  oder  entgegengesetzt -pro- 
jektivisch genannt  werden,  je  nachdem  die  Punkte  M,  N  durch  die 
Punkte  A,  Ai  nicht  getrennt  oder  getrennt  sind.  Im  letztern  Falle  ent- 
spricht jede  Strecke,  welche  einen  Punkt  der  Geraden  s  mit  einem 
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Punkte  der  Geraden  u  verbindet,  ihrer  Ergänzung,  und  jeder 
Flächenwinkel,  welchen  eine  Ebene  des  Büschels  s  mit  einer  Ebene 
des  Büschels  u  bildet,  «einem  Nebenwinkel. 

231.  Wenn  in  zwei  collineären  Systemen,  welche  zwei  nicht 
in  einerlei  Ebene  liegende  gerade  Gebilde  s,  u  entsprechend  ge- 
mein haben,  irgend  zwei  homologe  Punkte  einander  doppelt  ent- 
sprechen und  also  durch  einen  Punkt  der  Geraden  s  und  einen 
Punkt  der  Geraden  li  harmonisch  getrennt  sind ,  so  gilt  diess 
(230)  von  je  zwei  homologen  Punkten,  daher  <lie  Systeme  invo- 
lutorisch  liegen.  In  jeder  Ebene,  welche  durch  die  eine  von  den 
beiden  Ordnungslinien  s,  u  eines  solchen  involutorischen  Systems 
geht,  erscheint  die  Spur  der  andern  als  Ordnimgspunkt,  in  je- 
dem StrahlenbGndel  aber,  welchem  eine  von  den  beiden  Ordnung- 
linien angehört,  die  Ebene,  welche  die  andere  projicirt,  als  Ord- 
nungsebene. 

Jede  gewundene  Cnrve,  welche  einen  Punkt  M  der  Geraden 
8  mit  einem  Punkte  N  der  Geraden  u  verbindet,  bildet  mit  der 
ihr  zugeordneten  Curve  eine  involutorischc  Curve  unparer  Ord- 
nung, welche  im  Punkte  M  von  jeder  Ebene  des  Büschels  s  ge- 
schnitten, von  der  Ebene  Mu  aber  berührt  wird.  Ist  eine  Linie 
von  zwei  Punkten  einer  und  derselben  Ordnungsli/iie  oder  von 
zwei  einander  zugeordneten  Punkten  begrenzt,  so  bildet  sie  mit 
der  ihr  zugeordneten  Linie  eine  involutorischc  Linie  parer  Ord- 
nung. 

In  jedem  Involutorischen  Körper,  welcher  einem  involutori- 
schen Systeme  der  obigen  Art  angehört,  sind  unendlich  viele  Flä- 
chen enthalten,  deren  jede  den  Körper  io  zwei  einander  zugeord- 
nete Theile  theilt  un<l  durch  das  in  ihm  liegende  Stück  der  einen 
Ordnungslinie  in  zwei  einander  zugeordnete  Theile  getheilt  wird. 

232.  Will  man  zwei  räumliche  Systeme  collineär  so  aufeinan- 
der beziehen,  dass  sie  involutorisch  aber  nicht  perspektivisch  lie- 
gen, «o  darf  man  nur  zwei  nicht  concentrische  Strahlenbündel 
A,  Ai  projektivisch  so  auf  einander  beziehen,  dass  zwei  Ebenen, 
welche  durch  die  Gerade  AAi  gehen,  einander  doppelt  entspre- 
chen, und  alsdann  die  Strahlenbündel  A,  Ai  selbst  als  zwei  ein- 
ander doppelt  entsprechende  Gebilde  der  räumlichen  Systeme  be- 
trachten.    Jedem  Punkts  P,  in  welcheoa  ein  Strahl  AP  dei  Bün- 
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dels  A  nntl  ein  Strahl  AiP  des  Drinitets  Ai  sich  ichneiden,  ist 
«in  Punkt  Pi  rngeordnet ,  in  welchem  die  den  beiden  erstem 
Strahlen  entsprechenden  Strahlen  AiPi,  APi  der  Bündel  Ai,  A 
»ich  schneiden. 

Enthält  der  involiitorische  Ebenenbüschel ,  dessen  Axc  die 
Gerade  AAi  ist,  zwei  Ebenen,  deren  jede  sich  selbst  zugeordnet 
ist,  so  enthält  (227)  jede  dieser  Ebenen  eine  Ordnungslinie  und 
also  das  invoUilorische  System  zwei  Ordnungslinien.  Enthält  aber 
der  erwähnte  Ehenenbüschel  keine  Ebene,  welche  sich  selbst  zu- 
geortlnct  ist,  so  enthält  das  iiivolutorische  System  weder  eine  sich 
selbst  zugeordnete  Ebene  noch  einen  sich  selbst  zugeordneten 
Punkt.  Wäre  nämlich  eine  Ebene,  welche  die  Gerade  AAi  schnei» 
det,  siöh  selbst  zugeor<lnet,  so  würde  diess  auch  von  jeder  Ebene 
gelten,  welche  aus  der  A\e  AAi  einen  sich  selbst  zugeordneten 
Punkt  der  erstem  Ebene  projicirt.  \Väre  ein  Punkt  M  sich  selbst 
zugeordnet,  so  würde  diess  auch  von  jeder  Ebene  gelten,  welche 
durch  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  des  StrabUnbiiudels  M 
bestimmt  ist. 

233.  In  einem  involutorischen  Systeme,  in  welchem  kein  Punkt 
und  also  auch  keine  Ebene  sich  selbst  zugeordnet  ist,  ist  jede 
Strecke  ihrer  Ergänzung  und  jeder  Fläclienv\inkel  seinem  Neben- 
winkel zugeordnet.  Jede  Linie  ABAi,  welche  zwei  einander  zu* 
geordnete  Punkte  verbindet,  bililet  mit  der  ihr  zugeordneten  Linie 
Ai  Bi  A  eine  involutorische  Linie  unparer  Ordnung. 

Wird  nämlich  die  Linie  ABAi  von  einer  Ebene  V,  welche 
weder  durch  dcu  Punkt  A  noch  <hirch  den  Punkt  A|  geht,  in 
in  Punkten  und  von  der  der  erstem  zugeordneten  Ebene  Vi  in 
n  Punkten  geschnitten,  so  muss,  weil  der  eiire  von  den  beiden 
Punkten  A,  Ai  in  dem  Winkel  VVi  und  der  andere  in  <lem  Win- 
kel V  •  Vi  liegt,  m-j-n  eine  uiipare  Zahl  seyn.  Bemerkt  man  nun^ 
dass  jedem  Punkte,  in"  welchem  die  Linie  ABAi  von  der  Ebene 
Vi  geschnitten  wird,  ein  Punkt  zugeordnet  ist,  in  welchem  die 
Linie  AiBiA  von  der  Ebene  V  geschnitten  wird,  so  folgt,  dass 
auch  die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  die  erwähnte  involutori- 
sche Linie  und  die  Ebene  V  sich  schneiden,  eine  unpare  Zahl 
nämlich  z=  m  -f-  n  sey. 

Verbindet  man  in  einem  involutorischen  Körper  zwei  einander 
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zugeordnete  Punkte  durch  eine  Linie,  so  bildet  diese  mit  der  ihr 
zugeordneten  Linie  eine  geschlossene  Linie,  welche  ganz  in  dem 
Korj)cr  liegt  und  also  von  parer  Ordnung  i*t.  Da  nun  ein  invo- 
lutorisches  System  der  obigen  Art  keine  solche  Linie  enthält,  so 
enthält  es  auch  keinen  involutoriscben  Körper. 


§.     18, 

Polarsystem  in  der  Ebene  und  im  Strahlenbiindcl. 

234.  Wenn  zwei  reciproke  Systeme  in  einerlei  Ebene  liegen, 
und  den  Eckpunkten  irgend  eines  Dreiecks  ABC  «lie  ihnen  ge- 
genüberliegenden Seiten  entsprechen,  so  liegen  die  Systeme  invo- 
lutorisch. 

Entsprechen  nämlich  den  Punkten  A,  B,  C  des  einpn  Systems 
die  Geraden  BC,  AC,  AB  des  andern,  so  entsprechen  auch  den 
Geraden  BC,  AC,  AB  d<!S  erstem  Systems  die  Punkte  A,  B,  C 
des  letztern.  Wenn  ferner  der  Geraden  A  P  des  einen  System?, 
welche  den  Eckpunkt  A  mit  dem  Punkte  P  der  Seite  BC  ver- 
bindet, der  Punkt  Pi  des  andern  entspricht,  so  entspricht  auch 
(215)  der  Geraden  APi  des  erstem  Systems  der  Pimkt  P  des 
letztem  und  folglich  auch  dem  Punkte  Pi  {\es  er.-stern  die  Gerade 
AP  des  letztern.  Da  hiernach  je  zwei  homologe  Elemente,  von 
welchen  das  eine  durch  einen  Eckpimkt  des  Dreiecks  ABC  geht, 
und  also  das  andere  in  der  diesem  Eckpunkte  gegenüberliegenden 
Seite  liegt,  einander  doppelt  entsprechen,  so  gilt  diess  auch  von 
jedem  Punkte,  in  welchem  ein  Strahl  des  Büschel  A  von  einem 
Strahle  des  Büschels  ß  geschnitten  wir«!,  und  dt^r  Geraden,  wel- 
che die  jenen  Strahlen  entsprechenden  Punkte  verbindet. 

235.  In  einem  ebenen  Polarsysteme  heisst  jeder  Punkt  der 
Pol  der  ihm  zugeordneten  Gerailen  und  jede  Gerade  die  Polare 
des  ihr  zugeordneten  Punktes,  so  dass  also  die  Pole  von  allen 
Geraden,  welche  in  einem  und  demselben  Punkte  sieb  schneiden, 
in  der  Polare  dieses  Punktes  liegen  und  die  Polaren  von  allen 
Punkten,  welche  einer  und  derselben  Geraden  angehören,  in  dem 
Pole  dieser  Geraden    sich    schneiden.     Liegt   ein   Punkt   in   seiner 

9* 


\V1 

Polare,  so  liegt  jeder  andere  Punkt  dieser  Geraden  ausierbalt» 
seiner  Polare. 

Jedes  gerade  Gebilde  P,  welches  nicht  durch  seinen  Po!  Pi 
geht,  liegt  (215)  mit  dem  ihm  zugeordneten  Strahlenbüschel  Pi 
involutorisch.  Wenn  nämlich  der  Punkt  A  der  Geraden  P  der 
Pol  der  Geraden  PiAi  ist,  so  ist  auch  der  Punkt  Ai,  in  welchem 
diese  Gerade  von  der  Geraden  P  geschnitten,  wird,  der  Pol  der 
Geraden  Pi  A.  Die  Gerade  P  enthält  entweder  gar  keinen  Punkt, 
welcher  in  seiner  Polare  liegt,  oder  zwei  solche  Punkte,  je  nach- 
dem der  Winkel,  welcher  aus  dem  Punkte  Pi  die  Strecke  AAi 
l>rojicirt,  der  Strecke  Ai'A  oder  der  Strecke  AiA  zugeordnet  ist. 

Um  noch,  was  hier  vorausgesetzt  wurde,  zu  beweisen,  dass 
nämlich  nicht  jeder  Punkt  der  Geraden  P  in  seiner  Polare  liege, 
nehme  man  an,  dass  die  Punkte  A,  B  der  Geraden  P  die  Pole 
der  Geraden  PiA,-  PiB  sind.  \Venn  nun  dem  Punkte  G  derGe» 
raden  Pi  A  die  Gerade  AH  zugeordnet  ist,  so  ist  auch  dem  Punkte 
II,  in  welchem  diese  Gerade  von  der  Geraden  B  Pi  geschnitten 
wird,  die  Gerade  BG,  folglich  der  Geraden  GH  der  Schnitt- 
punkt Q  von  A  H  und  B  G  und  mithin  dem  Schnittpunkte  C  von 
P  imd  GH  die  Gerade  Pi  Q  zugeordnet,  <lercn  Spur  in  der  Ge- 
raden P  vom  Punkte  C  durch  die  Punkte  A,  B  harmonisch  ge- 
trennt  ist. 

Liegt  ein  Punkt  Pi  in  seiner  Polare  P,  so  giebt  es  nach  dem 
Obigen  in  jeder  andern  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  Pi 
geht,  noch  einen  Punkt,  welcher  in  seiner  Polare  liegt,  und  eben 
so  in  jedem  Strahlenbiischel ,  dessen  Mittelpunkt  ein  von  Pi  ver- 
schiedener Punkt  der  Geraden  P  ist,  noch  eine  Gerade,  welche 
durch  ihren  Pol   geht. 

23Ü.  In  einem  ebenen  Polarsysteme  sind  unendlich  viele  (ab- 
solute)  Polardreiecke  enthalten. 

Nimmt  man  nämlicli  in  einer  Geraden,  welche  nicht  durch 
ihren  Fol  A  geht,  einen  Punkt  B  an,  dessen  Polare  die  Gerade 
in  einem  andern  Punkte  C  schneidet,  so  ist  jeder  Eckpunkt  des 
Dreiecks  ABC  der  Pol  der  ihm  gegenüberliegenden  Seite,  daher 
dasselbe  ein  Polardrcieck  heisst. 

Sind  den  Eckpunkten  eines  Dreiecks  die  Seiten  eines  andern 
und  also  den  Seiten   des   erstem    die  Eckpunkte    des  letztern  zu- 
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geordnet,   so   heissen  die  Dreiecke  Polardreiecke  zu  einander  (re- 
lative Polardreiecke). 

237.  Wenn  in  einer  Ebene  ein  Dreieck  ABC  als  Polardreicck 
angenommen  und  alsdann  noch  einem  Punkte  P,  welcher  in  kei- 
ner Seite  des  Dreiecks  liegt,  eine  Gerade  Pi,  welche  durch  kei- 
nen Eckpunkt  desselben  geht,  zugeordnet  wird,  so  ist  dadurch 
ein  Polarsystem  bestimmt.     Folgt  aus   130  und  234. 

Versteht  man  unter  einem  Dreiecke  eine  von  drei  Strecken 
begrenzte  Figur,  so  sind  die  Pimkte  A,  B,  C  die  Eckpunkte  von 
vier  Dreiecken,  von  welchen  das  eine  ABC  den  Punkt  P  in  sich 
enthält.  Wenn  nun  der  Umfang  dieses  Dreiecks  von  der  Gera- 
den Pi  nicht  geschnitten  wird,  so  ist  offenbar  jedem  der  vier 
Dreiecke  <las  von  seinem  Umfange  ausgeschlossene  System  von 
Geraden  zugeordnet,  tiahcr  alsdann  kein  Punkt  der  Ebene  in  sei- 
ner Polare  liegt.  Wenn  aber  die  Ge.  ade  Pi  die  Seiten  AB,  AC 
des  Dreiecks  ABC  schneidet,  so  ist  jedes  von  den  beiden  Dreiecken 
ABC,  BC'A  und  eben  so  jedes  von  den  beiden  Dreiecken  AB'C, 
AC'B  dem  vom  Umfange  des  andern  ausgeschlossenen  Systeme 
von  Geraden  zugeordnet.  In  diesem  Falle  enthält  jede  Strecke 
AH,  welche  den  Punkt  A  mit  einem  Punkte  der  Geraden  BC 
verbindet,  einen  Punkt,  welcher  in  seiner  Polare  liegt,  und  jeder 
Winkel,  welchen  die  Gerade  BC  mit  einer  durch  den  Punkt  A 
gehenden  Geraden  bildet,  welcher  also  einer  in  ihm  liegenden 
Strecke  AH  zugeordnet  ist,  eine  Gerade,  welche  durch  ihren 
Pol  geht. 

238.  Durch  jedes  ebene  Fünfeck  ABC  DE  ist  ein  Polarsy- 
item  bestimmt,  in  welchem  nämlich  jeder  Eckpunkt  des  Fünfecks 
der  Pol  der  ihm  gegenüberliegenden  Seite  ist. 

Es  sey  F  der  Schnittpunkt  von  AB  und  CD.  Wenn  man 
nun  das  Dreieck  ADF  als  Polardreieck  und  den  Punkt  E  als  Pol 
der  Geraden  BC  annimmt,  so  sind  den  Punkten  B,  C,  in  wel- 
chen diese  Gerade  von  den  Geraden  A  F ,  D  F  geschnitten  wird, 
die  Geraden  ED,  EA  zugeordnet,  welche  den  Punkt  £  mit  den 
Punkten  D,  A  verbinden. 

239.  Wenn  der  eine  von  zwei  Punkten  eines  ebenen  Polar- 
systems in  der  Polare  des  andern  und  also  auch  der  andere  in 
Polare  des  erstem  liegt,  so  heissen  sowohl  die  beiden  Punkte  ab 
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auch  die  beiden  Geraden,    deren  jede   durch  den  Pol  der  andern 
geht,   einander    conjiigirt.     Liegt   ein  Punkt   in  seiner  Polare,    so 
kann  man    von  jedem    dieser  Elemente    sagen,    dass   es   auch    sich 
selbst    conjiigirt    soy.     Es    ist    hiernach  jeder  Punkt  allen  Punkten, 
welche    in  seiner   Polare    liegen,    und    jede   Gerade   allen   Geraden, 
welche    durch    ihren  Pol    gehen,    conjugirt.     Sind  zwei  Punkte  ei-   . 
neiu   und  demselben  Punkte    conjugirt,    so    ist   dieser   der  Po!  der 
tliirch  die   beiden  erstem  Punkte  beslinmiten  Geraden.     Sind  zwei 
Gerade   einer    und    derselben  Geraden    conjugirt,   so  ^st    diese   die 
Polare  des  durch  die  beiden  erstem  Geraden  bestimmten  Punktes. 
Jede  Gerade  P,    welche    nicht    durch    ihren   Pol  Pj    geht,    ist 
(235)    der  Träger    eines    involutorischen    geraden   Gebildes,   jeder 
Punkt  Pi,    welcher    ausserhalb  seiner  Polare  P  liegt,   der  Mittel- 
punkt eines   involutorischen  Strahleubüschels,    in   welchem   je   zwei 
in  Hinsicht  auf   das  Polarsystem   conjugirte  Elemente  einander  zu- 
geordnet sind. 

240.  \\  enn  ein  gerades  Gebilde  h  und  ein  Strahlenbüsche!  H, 
welche  zu  einander  |)r«»jektivisch  sind  ,  entweder  involutorisch  lie- 
gen,  oder  die  Gerade  h  durch  den  Punkt  H  geht  und  diesem 
Punkte  des  geraden  Gebildes  der  Strahl  h  des  Büschels  entspricht, 
so  können  die  Gebilde  als  zwei  einander  zugeordnete  Gebilde  ei- 
nes und  desselben  Polarsystems  betrachtet  werden.  Man  hat  nur 
noch,  damit  das  Polarsystem  bestimmt  sey,  zu  einem  von  H  ver- 
schiedenen ,  ausserhalb  der  Geraden  h  befindlichen  Punkte  V  eine 
nicht  durch  den  Punkt  li  gehende  Gerade  v,  welche  die  Gerade 
u  in  dem  Pole  B  der  Geraden  HV  schneidet,  als  Polare  anzu- 
nehmen. 

Es  seyen  im  erstem  Falle  A,  Ai  zwei  vbn  B  verschiedene 
Pimkte  der  Geraden  u,  deren  jeder  in  der  Polare  des  andern 
liegt,  so  ist  durch  das  Polardreieck  HAAi  und  die  einander  zu- 
geordneten Ebinente  V,  v  ein  Polarsystem  bestimmt,  in  welchem 
den  Punkten  A,  Ai,  ß  die  Geraden  HAi,  HA,  HV  zugeordnet 
sind.  —  Es  sey  im  letztem  Falle,  in  welchem  nicht  nur  der 
Punkt  B  sondern  auch  der  Punkt  H  in  der  Geraden  h  liegt,  C 
ein  dritter  Punkt  dieser  Geraden,  welchem  der  Strahl  c  i\cs  Bü- 
schels H  entspreche.  Bezieht  man  nun  das  gerade  Gebilde  c  und 
den  Strahlcnbüstbcl  C  projektivisch  so  aufeinander,    dass  sie    iu- 
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Toliitorisch  Hegen  und  den  Punkten  H,  cv  die  Strahlen  h,  CV 
entsprechen,  so  ist  durch  sie  und  die  einander  zugeordneten  Ele- 
mente B,  HV  nach  dem  erstem  Falle  ein  Polarsystem  bestimmt, 
in  welchem  die  Punkte  H,  B,  C,  V  die  Pole  der  Geraden  b,  HV, 
c,  y  sind. 

Soll  der  Punkt  V  in  seiner  Polare  v  liegen,  so  ist  durch  das 
eine  von  diesen  beiden  Elementen  auch  das  andere  bestimmt.  Nur 
darf  alsdann,  wenn  etwa  zwei  Punkte  M,  N  des  geraden  Gebil- 
des h  von  den  ihnen  entsprechenden  Strahlen  HiM,  HN  des  Bü- 
schels H  die  Spuren  sind,  der  Punkt  V  in  keinem  dieser  Strahlen 
liegen. 

241.  Durch  zwei  Dreiecke  EFG,  e(gy  welche  weder  einen 
Eckpunkt  noch  eine  Seite  mit  einander  gemein  haben ,  aber  in 
einerlei  Ebene  und  überdiess  perspektivisch  liegen,  ist  ein  Polar- 
system bestimmt,  in  welchem  nämlich  die  beiden  Dreiecke  Polar- 
dreiecke zu  einander  (den  Eckpunkten  eines  jeden  die  ihnen  ge- 
genüber^iegenden  Seiten  des  andern  zugeordnet)  sind. 

Nach  der  Annahme  schneiden  sich  die  drei  Geraden  Ee,  Ff, 
Gg  in  einem  Punkte  H,  während  die  drei  Punkte  B,  C,  A,  in 
welchen  die  Seiten  FG,  GE,  EF  des  einen  Dreiecks  von  den 
homologen  Seiten  fg,  ge,  cf  des  andern  geschnitten  werden,  in 
einer  Geradon  h  liegen.  Wenn  nun  das  gerade  Gebilde  h  und 
der  Strahlenbüschel  H  projektivisch  so  aufeinander  bezogen  wer- 
den, dass  den  Punkten  B,  C,  A  die  Strahlen  HE,  HF,  HG 
entsprechen  und  dem  Punkte  E  die  Gerade  fg  zugeordnet  wird, 
so  hat  man  nach  221  und  240  ein  Polarsyj«tcm ,  in  welchem  der 
Geraden  EA  der  Schnittpunkt  g  von  fg  und  HG,  ft>lglich  dem 
Schnittpunkte  F  von  EA  und  HF  die  Gerade  gC  oder  ge  und 
eben  so  dem  Punkte  G  die  Gerade  ef  zugeordnet  ist. 

Die  zehn  Punkte  und  die  zehn  Geraden,  welche  hier  in  Be- 
trachtung kommen,  sind  die  Eckpunkte  und  Seiten  von  zehn 
Paar  relativen  Polardreiecken  und  zugleich  die  Eckpunkte  und 
Seiten  von  fünf  vollständigen  Vierecken  und  den  ihnen  zugeord- 
neten vollständigen  Vierseiten. 

242.  In  jedem  ebenen  Pularsysteme  liegt  jedes  Dreieck  EFG, 
von  dessen  sechs  Elementen  keine  zwei  einander  conjugirt  sind, 
sind ,  mit  seinem  Pulardreiecke  e  f  g  perspektivisch. 
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VVurile  nämlich  die  Gerade  HG,  welche  den  Schnittpunkt  H 
Ton  Ee  und  Ff  mit  dem  Punkte  G  verbindet,  die  Gerade  fg  in 
einem  von  g  vcrschietlenen  Punkte  gi  schneiden,  so  gäbe  c«  (241) 
ein  vom  erstem  Polarsysteme  verschiedenes  Polarsystem,  in  wel- 
chem den  Geraden  ef,  fg,  EG,  FG,  Ee  dieselben  Punkte  zu- 
geordnet Häreu,  welche  ihnen  im  erstem  zugeordnet  sind,  was 
(130)  nicht  möglich  ist. 

•  24 :i.  Wenn  ein  Dreieck  EFG  und  ein  Polarsystem  in  einer« 
lei  Ebene  liegen,  aber  kein  Eckpunkt  des  Dreiecks  der  Pol  der 
ihm  gegeniiljerliegenden  Seite  ist,  so  schneiden  sich  die  drei  Ge- 
raden Ee,  Ff,  Gg,  welche  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  mit  den 
Polen  der  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden,  in  einem 
und  demselben  Punkte  H,  während  die  Punkte,  in  welchen  die 
Seiten  des  Dreieck«  von  den  Polaren  der  ihnen  gegenüberliegen- 
den Eckpunkte  geschnitten  werden,  in  einer  und  derselben  Gera- 
den h   (der  Polare  jenes  Schnittpunktes)   liegen. 

Sind  die  Seiten  EF,  EG  des  Dreiecks  EFG  einander  con- 
jugirt,  so  dass  also  der  Punkt  f  in  der  Geraden  EF  und  der 
Punkt  g  in  der  Geraden  EG  liegt,  so  fällt  der  Punkt  H  mit 
dem  Punkte  E  und  die  Gerade  h  mit  der  Geraden  fg  zusammen. 
Sind  die  Eckpunkte  F,  G  des  Dreiecks  EFG  einander  conjugirt, 
so  fällt  der  Punkt  H  mit  dem  Punkte  e  und  die  Gerade  h  mit 
der  Geraden  FG  zusammen.  Ist  keines  von  den  sechs  Elementen 
<les  Dreiecks  EFG  einem  andern  conjugirt,  so  liegen  die  Drei- 
ecke EFG,  efg  perspektivisch.  242. 

244.   Sind  in  einem  Vierecke  EFGH,   welches  in  der  Ebene 
eines  Polarsystems  liegt , 


je  zwei  Gegenseiten  einander 
conjugirt,  so  sind  es  auch  (243) 
die   beiden  Diagonalen. 


je  zwei  Gegenpunkte  einander 
conjugirt,  so  sind  es  auch  die 
beiden  Punkte,  in  deren  jedem 
ein  Paar  Gegenseiten  sich  schnei- 
den. 

245.  Jedes  ebene  Polarsystem  wird  aus  jedem  ausserhalb  der 
Ebene  befmdlichen  Punkte  durch  ein  Polarsystem  im  Strahlenbün- 
del projicirt,  so  dass  je  zwei  einander  zugeordnete  Elemente  A,Ai 
des  ebenen  Systems  von  zwei  einander  zugeordneten  Elementen 
a,  ai  des  Strahlenbücdels  die  Spuren  sind.      Weiden  je  zwei  eia- 
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ander  zugeordnete  Elemente  des  einen  Systems  mit  einander  ver-» 
tauscht f  so  dass  alsdann  den  Elementen  A,  Ai  die  Elemente  ai,a 
entsprechen,  so  sind  die  beiden  Systeme  zu  einander  reciprok  und 
involutorisch  liegend.  Und  wenn  ein  ebenes  System  und  ein  Strah- 
lenbiindel  zu  einander  recipruk  sind  und  involutorisch  liegen,  so 
erscheint  die  Ebene  als  Träger  eines  Polarsystems,  in  welchem 
jedes  von  zwei  einander  zugeordneten  Elementen  durch  das  dem 
andern  entsprechende  Element  des  Strahlenbündels  projicirt  wird. 


§.     19. 
Curvcn  und  Kegelflächen  II.  Ordnung. 

246.  In  einem  ebenen  Polarsysteme  giebt  es  (nach  235  und 
236)  entweder  gar  kein  Element,  welches  sich  selbst  conjugirt  ist> 
oder  es  giebt  eine  Curvc  s  parer  Ordnung,  welche  dem  ihr  sich 
anschmiegenden  Strahlenbüschel  zugeordnet  ist ,  so  dass  nämlich 
jeder  Punkt,  welcher  tler  Curve  angehört,  in  seiner  Polare  liegt, 
die  in  ihm  der  Curve  sich  anschmiegt,  jeder  Punkt  aber,  welcher 
jener  Curve  (der  Ordnungscurve  des  Polarsystems)  nicht  ange- 
hört, ausserhalb  seiner  Polare  liegt.  Die  Curve  hat  mit  keiner 
Geraden  mehr  als  zwei  Punkte  gemein  und  wird  in  jedem  in  ihr 
befindlichen  Punkte  von  der  Polare  dieses  Punktes  berührt,  von 
jeder  andern  durch  denselben  Punkt  gehenden  Geraden  aber  in 
ihm  und  in  noch  einem  Punkte  geschnitten. 

Das  von  der  Curve  s  eingeschlossene  System  F  von  Punkten 
ist  dem  von  ihr  ausgeschlossenen  Systeme  von  Geraden  zugeord- 
net. Von  jedem  Polardreiecke  enthält  die  Figur  F  einen  Eck- 
punkt; die  ihm  gegenüberliegende  Seite  hat  mit  der  Curve  s  kei- 
nen Punkt  gemein.  Jedem  geraden  Gebilde  V,  welches  die  Curve 
8  in  zwei  Punkten  A,  ß  schneidet,  ist  ein  Strahlenbüschel  V  zu- 
geordnet, welches  mit  dem  Strahlenbüschel  s  zwei  Strahlen  A,  B 
gemein  hat.  Durch  diese  Strahlen  sind  je  zwei  conjugirte  Strah- 
len des  Büschels  V,  durch  jene  Punkte  je  zwei  conjugirte  Punkte 
des  geraden  Gebildes  V  harmonisch  getrennt. 

o..-r    T    1  II  (ebene  Curve,         .  .       ..    r%    i 

247.  Jede  geschlossene  J  ,,       ,„..  ,     j,  welche  die  Ordnuncs- 

^  KegelUache  ) 
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l  !    eines   Polarsyatcms    oder,    was    dasselbe    ist,    dem    ihr 

^n&che^  ^ 

sich    anschmiegenden    Büschel    projektivisch    ist»    so    dass    jedem 

j Punkte    der    Curve.     ,       ..      .       ,         ,.  .  ,  .     .  , 

{         , ,      ,       -r-. .  1     }    das    ihr   in    demselben    sich    anschmiegende 
'Strahle  der  Flache' 

^  .«-II  -i».  •(  Kegelfläche  ) 

Element  des  Büschels  entspricht,  heisst  eine    {       °  \    zwei- 

'       Curve      ' 

tcr  Ordnung. 

Entspricht  der  geschlossenen  Curve  s  in  dem  einen  von  zwei 
reciproken  ebenen  Systemen  der  Strahlcubilschel  s  des  andern,  so 
dass  den  Punkten  A,  B,  C,  D  u.  s.  w.  der  Curve  die  ihr  in  den- 
selben sich  anschmiegenden  Strahlen  A,  B,  C,  D  u.  s.  w.  entspre- 
chen, so  entsprechen  auch  (145)  diesen  Geraden  des  erstem  System» 
jene  Punkte  des  letztern,  woraus  man  (130)  schliessen  kann,  dasa 
je  zwei  homologe  Elemente  der  Systeme  einander  do[>pelt  entspre- 
chen und  also  s  die  Ordnungscurve  eines  Polarsystems  sey« 

Jede  Curve  11.  Ordnung  wird  aus  jedem  ausserhalb  ihrer 
Ebene  befindlichen  Punkte  durch  eine  Kegeldache  11.  Ordnung 
projicirt,  jede  Kegellläche  11.  Ordntmg  von  jeder  nicht  durch  ih- 
ren Mittelpunkt  gehenden  Ebene  in  einer  Curve  II.  Ordnung  ge- 
schnitten. 

Wenn  überhaupt  ein  ebenes  System  und  ein  Strahlenbundol 
xu  einander  coUineär  sind,  so  entspricht  jeder  Curve  IL  Ordnung 
$  eine  Kegeltlüche  11.  Ordnung  sj.  Werden  in  dem  ebenen  Sy- 
steme jo  zwei  in  Hinsicht  auf  die  Curve  s  einander  zugeordnete 
Elemente  mit  einander  vertauscht,  so  entspricht  der  Curve  s  der 
Ebeiieiibiischel  si  und  dem  Strahlenbüschcl  s  die  Kegeldache  sj. 
In  zwei  reciproken  ebenen  Systejnen  entspricht  jeder.Curve  U.  Ord- 
nung ein  Strahlei»büschel  11.  Ordnung,  welcher  der  Curve  II.  Ord- 
nung sich  anschmiegt,  die  dem  der  erstem  sich  anschmiegenden 
Strahlenbüschel  entspricht, 

248.  Eine  Curve  11.  Ordnung  oder  auch  die  von  ihr  einge- 
schlossene Figur  heisst  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je 
nachdem  die  Curve  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene 
gur  keinen  Punkt  gemein  hat,  oder  diese  Gerade  in  einem  Pmikte 
berülirt  oder  in  zwei  Punkten  schneidet.  Jeder  um  die  Figur 
beschriebene  uucigentliche  Winkel  iit  im  ersten  Falle  ein  Parallel- 
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streifen,  im  zweiten  (62)  ein  Winkel  der  dritten  und  im  dritten 
ein  Winkel  der  vierten  Art.  Betrachtet  man  das  ebene  System 
'hls  den  Schnitt  eines  Pardllelstrnhlcnbündels,  so  entspricht  der 
Curve  im  ersten  Falle  eine  elliptische,  im  zv%eiten  eine  paraboli- 
«che  und  im  dritten  eine  hyperbolische  Cylinderfläche, 

Der  Schnitt  einer  eigentlichen  Kegelfläche  II.  Ordnung  mit 
einer  Ebene,  welche  nicht  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  geht, 
ist  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  die  Kegel- 
.  fläche  mit  der  durch  ihren  Mittelpunkt  gehenden  zur  erstem  Ebene 
parallelen  Ebene  gar  keinen  Strahl  oder  einen  Strahl  oder  zwei 
Strahlen  gemein  hat.  Im  letzten  Falle  schmiegen  in  diesen  Strah- 
len der  Kegelfläche  die  Ebenen  sich  an ,  von  welchen  «lie  Assym- 
ptoten  der  Hyperbel  die  Spuren  sind.  Von  den  beiden  Winkeln, 
welche  die  Assymptoten  einer  Hyperbel  mit  einander  bilden,  heisst 
iierjenige,  welcher  um  die  Hyperbel  beÄchrieben  ist,  der  Assympto«. 
tenwinkel. 

Eine  Curve  II.  Ordnung  kann  auch,  was  im  Obigen  nicht 
angenommen  wurde,  im  Unendlichen  liegen,  so  dass  sie  also  der 
Schnitt  einer  Kegelfläche  II.  Ordnung  mit  der  unendlich  fernen 
Ebene  ist. 

249.  Wenn  man  C227)  einen  Punkt  S,  welcher  mit  einer 
Curve  II.  Ordnung  in  einerlei  Ebene,  aber  nicht  in  der  Curve 
liegt,  als  Ordnungspunkt  und  seine  Polare  u  als  Ordnungslinie 
annimmt,  so  erscheint  die  Curve  als  eine  involutorische  Curve, 
Je  zwei  Punkte  A,  B  der  Curve,  welche  mit  dem  Punkte  S  in 
einer  und  derselben  Geraden  V  liegen,  sind  (246)  durch  diesen 
Punkt  und  einen  Punkt  R  der  Geraden  u  und  eben  so  je  zwei  Tan- 
genten A,  B  der  Curve,  welche  (235)  die  Gerade  u  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneiden,  durch  diese  Gerade  und  eine  durch 
den  Punkt  S  gebende  Gerade  harmonisch  getrennt.  Wird  die 
Gerade  V  um  den  Punkt  S  gedreht,  so  bewegen  sich  ihr  Pol 
(der  Schnittpunkt  der  Tangenten  A,  B)  und  ihre  Spur  in  der 
Geraden  u  in  einem  und  demselben  oder  im  entgegengesetzten 
Sinne,  je  nachdem  die  Curve  und  die  Gerade  u  sich  nicht  schnei- 
den oder  sich  schneiden.  Die  von  der  Curve  eingeschlossene  in 
Hinsicht  auf  die  Ordnungslinie  u  und  den  Ordnung.^punkt  S  invo- 
•  lulorische   Figur   wird   im   erstem  Falle   durch  jede  durch   diesen 
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Punkt  gehende  Gerade,  im  letztem  aber  durch  die  Gerade  u  io 
xwci  einander  zugeordnete  Theile  getheilt. 

250.  Ein  n  Eck  (79)  heisst  in  eine  Curve  beschrieben,  weno 
alle  »eine  Eckpunkte  in  der  Curve  liegen.  Jedem  einer  Curve 
II.  Ordnung  eiuheschriebenen  vollständigen  n  Ecke  ist  ein  um 
dieselbe  beschriebenes  vollständiges  n  Seit  zugeordnet,  dessen 
Seiten  die  Polaren  von  den  Eckpunkten  und  dessen  Eckpunkte 
die  Pole  von  den  Seiten  des  ersten  Gebildes  sind. 

Jedes  Dreieck  EFG,  welches  in  eine  Curve  II.  Ordnung 
beschrieben  ist,  liegt  mit  dein  Dreiecke  efg,  dessen  Seiten  fg, 
ge,  ef  die  Curve  in  den  Eckpunkten  E,  F,  G  des  erstem  be« 
rühren,  perspektivisch. 


Je  zwei  Eckpunkte  des  ein- 
beschriebenen  Dreiecks  sind 
durch  die  Polare  des  dritten 
Eckpunktes  und  tlurch  die  Ge- 
rade, welche  diesen  Punkt  mit 
dem  Pole  der  ihm  gegenüber- 
liegenden Seite  verbindet,  har- 
monisch  getrennt. 

Da  nämlich  (235)  die  Gerat 


Je  zwei  Seiten  des  nmbe- 
schriebenen  Dreiecks  sind  durch 
den  Pol  der  dritten  Seite  und 
durch  den  Piwikt ,  in  welchem 
diese  Seite  von  der  Polare  des 
ihr  gegenüberliegenden  Eck* 
punktes  geschnitten  wird,  har- 
monisch getrennt, 
e  G  g  die  Polare  des  Punktes  A 


ist,  in  welchem  die  Geraden  EF,  ef  sich  schneiden,  so  sind 
(24G)  die  Puukte  E,  F  durch  den  Punkt  A  und  «lurch  den  Schnitt- 
punkt von  EF  und  gG  und  also  auch  (94)  die  Punkte  e,f  durch 
die  Punkte  A,  G  harmonisch  getrennt,  daher  auch  (93)  die  Ge- 
raden Ee,  Ff,  Gg  in  einem  und  demselben  Punkte  sich  schnei- 
den müssen.     Dasselbe  folgt  auch  aus  242. 

251.  Die  drei  Punkte,  in  deren  jedem  ein  Paar  Gegen!«ei- 
ten  eines  in  eine  Curve  11.  Ordnung  beschriebenen  vollständigen 
Merecks  ABCD  sich  sichneiden,  sind  die  Eckpunkte  eines  Po- 
lardreiecks, von  dessen  drei  Seiten  jede  durch  ein  Paar  Gegen- 
punkte des  dem  vollständigen  Vierecke  zugeordneten  vollständi- 
gen Vierseits  abcd  geht. 

Es  werde  die  Gerade  AB  Ton  der  Geraden  CD  im  Punkte 
P  und  von  der  Geraden  p,  welche  den  Schnittpunkt  von  AC  und 
BD  mit  dem  Schnittpimkte  von  AD  undBC  verbindet,  im  Punkte 
Q  geschuittea,   so  sind  (94)    die   Pimkte  P,  Q  durch    die  Punkte 
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A,  B  harmonisch  getrennt  und  alse  in  Hinsicht  anf  <lic  Cnrvc 
einander  conjiigirt.  Da  eben  «o  der  Schnittpunkt  von  CD  und  p 
dem  Punkte  P  conjngirt  ist,  so  folgt,  dass  die  Gerade  p  die  Po- 
lare des  Punktes  P  ist  und  demnach  auch  durch  die  Pole  ab,  cd 
der  Geraden  AB,  CD  geht. 

Die  Diagonalen  eines  um  eine  Curve  IT.  Ordnung  beschrie- 
benen Vierseits  sind  also  einander  conjngirt  und  durch  die  Dia- 
gonalen des  ihm  zugeordneten  Vierecks  harmonisch  getrennt.  Eben 
so  sind  die  Punkte,  in  deren  jedem  ein  Paar  Gegenselten  dieses 
Vierecks  sich  schneiden,  (<lie  Pole  <ler  beiden  erstem  Diagona- 
len) einander  conjngirt  und  durch  die  Punkte,  in  deren  jedem 
ein  Paar  Gegenseiten  jenes  Vierseita  sich  schneiden ,  harmonisch 
getrennt. 

252»  Wenn  man  in  der  Ebene  eines  ebenen  Polarsystems 
irgend  zwei  einander  nicht  conjugirte 


Gerade  annimmt  und  alsdann 
auf  je<icn  Punkt  der  einen  den 
ihm  conjngirten  Punkt  der  an- 
dern bezieht,  so  sind  die  gera- 
den Gebilde,  da  jedes  ein  Schnitt 
«!es  dem  andern  zugeordneten 
Strahlenbüschels  ist,  projekti- 
\isch  und  folglich,  wenn  ihr 
Schnittpunkt  sich  selbst  conju- 
girt  ist,  perspektivisch. 


25^  Jede  Gerade,  welche 
einer  Seite  A  B  eines  in  eine 
Curve  II.  Ordnung  beschriebe- 
nen Dreiecks  ABC  conjngirt 
ist,  schneidet  die  beiden  andern 
Seiten  in  conjngirten  Punkten. 
Und  wenn  eine  Gerade  awei 
Seiten  AC,  BC  des  Dreiecks 
in     zwei     conjngirten    Punkten 


Punkte  als  Mittelpunkte  von 
Strahlcnbiischcln  annimmt  und 
f.lsdann  auf  jeden  Strahl  des 
einen  Bi'ischels  den  ihm  conjn- 
girten Strahl  des  andern  be- 
zieht, so  sind  die  Büschel,  da 
jeder  ein  Schein  des  dem  an- 
dern zugeordneten  geraden  Ge- 
bildes ist,  projektivisch  .und 
folglich,  wenn  ihr  gemeinschafl- 
iicher  Strahl  sich  selbst  conjn- 
girt ist,  perspektivisch. 

Jeder  Punkt,  welcher  einem 
Eckpunkte  eines  um  eine  Curve 
II.  Ordnung  beschriebenen  Drei- 
ecks conjngirt  ist,  wird  aus  den 
beiden  andern  Eckpunkten  durch 
conjugirte  Strahlen  projicirt.  Und 
wenn  ein  Punkt  aus  zwei  Eck- 
punkten des  Dreiecks  durch 
zwei    conjugirte  Strahlen    proji- 
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schneidet,    so    gebt    sie    durch 
den  Pol  der  dritten  Seite. 


drt   wird,    00   liegt    er    in    der 
Polare  des  dritten  Eckpunkten. 


Da  nämlich  die  Polare  a  des  Punktes  A  die  Geraden  A  C| 
B  C  in  zwei  conjugirten  Punkten  schneidet  «nd  dasselbe  von  der 
Polare  b  des  Punktes  B  gilt,  so  ist  (252)  ab  der  Punkt,  wel- 
cher mit  je  twei  conjugirten  Punkten  der  Seiten  AC,  BC  in  einer 
und  derselben  Geraden  liegt.  Projicirt  man  aus  den  Eckpunkten 
A,  B  einen  und  denselben  Punkt  D  der  Curve  auf  die  ihnen  ge- 
genüberliegenden Seiten,  so  erhält  man  (251)  zwei  einander  con- 
jugirte  Punkte  dieser  Seiten,  woraus  hervorgeht,  wie  die  obigen 
Sätze  auch  mit  den  in  251    enthaltenen  zusammenhängen. 


254.  Wenn  zwei  Eckpunkte 
eines  Dreiecks  in  einer  Curve 
JI.  Orilnung  liegen  und  die  ih- 
nen gegenüberliegenden  Seiten 
>on  irgend  eiuer  Geraden,  wel- 
che tlurch  den  Pol  der  dritten 
Seite,  aber  durch  keinen  von 
jenen  beiden  Punkten  geht,  in 
c<»nJMgirtcn  Punkten  geschnitten 
werden,  so  liegt  auch  der  dritte 
Eckpunht  des  Dreiecks  in  der 
Curve.  Folgt  aus  109  und  252. 
255.  Zwei  Strahlenbüschel  A 
B,  welche  eine  Curve  II.  Ord- 
nung aus  zwei  in  ihr  liegenden 
Punkten  A,  B  projiciren,  sind 
zu   einander    projektiviscb. 


Wenn  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks eine  Curve  11.  Ordnung 
berühren  und  die  ihnen  gegen- 
überliegenden Eckpunkte  aus 
irgend  einem  Punkte,  welcher 
in  der  Polare  des  dritten  Eck- 
punktes, aber  nicht  in  der  Curve 
liegt,  durch  conjugirtc  Strahlen 
projicirt  werden,  so  wird  die 
Curve  auch  von  der  dritten 
Seite  des  Dreiecks  berührt. 


Zwei  gerade  Gebilde,  welche 
eine  Curve  II.  Ordnung  berüh- 
ren und  Schnitte  des  ihr  sich 
anschmiegenden  Strahlenbüschels 
sind,  sind  zu  einander  projek- 
tiviscb. 

Jeder  Punkt  C  der  Curve  wird  aus  dem  Punkte  A  durch 
einen  Strahl  A  C  des  Büschels  A  und  aus  dem  Punkte  B  durch 
tien  homologen  Strahl  ß  C  des  Büschels  B  projicirt.  Da  nun  die 
Büschel  (nach  230  und  253)  von  jeder  Geraden,  welche  durch 
den  Pol  der  Geraden  AB,  aber  durch  keinen  von  den  beitien 
Punkten  A,  B  geht,  in  zwei  involutorisch  liegenden  projektivi- 
schen  geraden   Gebilden  geschnitten  werden,  so   folgt  der  Satz. 
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256.  Zwei  projokllvische  nicht   j       Zwei     projektivisclie     gerade 
concentrische  Slrahlenlsuschel  A,   I   Gebilde  a,  l>,  welche  sich  schnei- 


B,  welche  in  einerlei  Ebene, 
aber  nicht  perspektivisch  liegen, 
eraeugen  eine  Curve  II.  Ord- 
nung, der  nämlich  jeder  Punkt 
angehört,  in  welchem  ein  Slrahl 
des  einen  Büschels  von  dem 
homologen  Strahle  des  andern 
geschnitten  wird.  Die  Strahlen 
ö,  b,  welche  dem  gemeinschaft- 
lichen Strahle  der  beiden  Bii- 
ßchel  entsprechen ,  beriihren  die 
Curve  in  den  Punkten  A,  B. 


den,  aber  nicht  perspektivisch 
liegen,  erzeugen  einen  Strah- 
lenbüschel  II.  Ordnung,  dem 
nämlich  jede  Gerade  angehört, 
welche  einen  Punkt  des  einen 
geraden  Gebildes  mit  dem  ho- 
mologen Punkte  des  andern 
verbindet.  Die  Punkte  A,  B, 
welche  dem  Schnittpunkte  der 
beiden  geraden  Gebilde  ent- 
sprechen, sind  die  Pole  der 
Geraden  a,  b. 


E«  Äeyen  G ,  H  irgend  zwei  Punkte,  welche  durch  die  Punkte 
A,  B  harmonisch  getrennt  sind.  Da  nun  (224)  die  Gerade  h, 
welche  den  Punkt  ab  mit  dem  Punkte  G  verbindet,  die  Büschel 
A,  B  in  zwei  involutorisch  liegenden  geraden  Gebilden  8chnei<let, 
80  kann  man  (240)  das  eine  <lieser  Gebilde  und  den  Strahleu- 
büschel,  welcher  das  andere  aus  dem  Punkte  H  projicirt,  als  iwei 
einander  ztigeordnete  Gebilde  eines  Polarsystems  betrachten,  des- 
sen Ordnungscurve  die  Gerade  a  im  Punkte  Ä  berührt,  folglich, 
weil  die  einander  conjugirtcn  Punkte  G,  H  durch  die  Punkte 
A,  B  harmonisch  getrennt  sind,  auch  durch  den  Punkt  B  geht, 
Und  mithin  (254)  von  je  zwei  homologen  Strahlen  AC,  BC  der 
Büschel  A,  B  in  einem  und  demselben  Punkte  geschnitten  wird. 

Eben  so  erzeugen  zwei  projektivische  aber  nicht  perspekti- 
vische Ebenenbüschel,  deren  Axen  sich  schneiden^  eine  Kegel- 
fläche.Il.  Ordnung,  und  zwei  projektivische  Strahlenbüschel >  wel- 
che concentriÄch  sind,  aber  weder  in  einerlei  Ebene  noch  per- 
ipcktivisch  liegen,  einen  Ebenenbüschel  II.  Ordnung. 


257»  Die  drei  Punkte,  in  de- 
iren  jedem  ein  Paar  Gegenseiten 
eines  in  eine  Curve  II.  Ord- 
nung beschriebenen  Sechseck« 
ABCDEF  sich  schneiden,  lie- 
gen in  einer  und  derselben  Ge- 
raden. 


Die  drei  Diagonalen,  deren 
jede  ein  Paar  Gegenpunkte  ei- 
ne« um  eine  Curve  II.  Ordnung 
beschriebenen  Sechseck«  verbin- 
det >  schneiden  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte. 
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Es  werde  die  Seite  AB  von  den  Seiten  CD,  DE  in  den 
Punkten  K,  M  und  die  Seite  BC  von  den  Seiten  AF,  EF  in 
den  Punkten  L ,  N  geschnitten.  Da  nun  (255)  die  Strahlenbü- 
schel D(BCEA),  F(BCEA)  und  mithin  auch  ihre  Schnitte 
BKMA,  BCNL  zu  einander  projektivisch  sind,  so  liegen  (108) 
die  Punkte  M,  N  mit  dem  Schnittpunkte  von  KC  und  AL  (oder 
CD  und  AF)  in  einer  und  derselben  Geraden. 


^Vas  oben  von  den  sechs  Sei- 
ten eines  in  eine  Curve  U.Ord- 
nung beschriebenen  Sechsecks 
gesagt  wurde,  gilt  auch  von 
den  fünf  Seiten  eines  einbe- 
schriebenen Fünfecks  und  der 
Geraden,  welche  die  Curve  in 
einem  Eckpunkte  desselben  be- 
rührt ,  tlann  auch  von  den  vier 
Seiten  eines  einbeschriebenen 
A  ierecks  und  den  Tangeuten  an 
zwei  Eckpunkten  und  endlich 
auch  von  den  drei  Seiten  eines 
einbescliriebenen  Dreiecks  und 
«len  Tangenten  an  seinen  drei 
Eckpunkten,  vorausgesetzt  dass 
man  jede  Tangente,  welche  in 
Betrachtung  kommt,  zwischen 
den  beiden  Seiten  einschaltet, 
welche  im  Berührungspunkte 
derselben  sich  schneiden. 


AVas  oben  von  den  sechs  Eck- 
punkten eines  um  eine  Curve 
II.  Ordnung  beschriebenen  Sechs- 
ecks gesagt  wurde,  gilt  auch 
von  den  fünf  Eckpunkten  eines 
unibeschriebenen  Fünfecks  und 
dem  Berührungspunkte  einer 
Seite,  dann  auch  von  den  vier 
Eckpunkten  eines  umbeschriebe- 
nen Vierecks  und  den  Berüh- 
rungspunkten zweier  Seiten  und 
endlich  auch  von  den  drei 
Eckpunkten  eines  unbeschriebe- 
nen Dreiecks  und  den  Berüh- 
rungspunkten seiner  drei  Seiten, 
vorausgesetzt  dass  man  jeden  Be- 
rührungspunkt, welcher  in  Be- 
trachtung kommt,  zwischen  den 
beiden  Eckpunkten  einschalte,  die 
mit  ihm  in  einer  und  derselben 
Seite  liegen. 


258.  Durch  jedes  ebene  Fünfeck  ABC  DE  sind  zwei  Cur- 
ven  II.  Ordnung  bestimmt,  von  welchen  nämlich  die  eine  k  durch 
die  fünf  Eckpiuikte  des  Fünfecks  geht,  die  andere  s  aber  die 
fünf  Seiten  desselben  berührt.  Betrachtet  man  (2-i8)  die  Eck- 
punkte A,  B,  C,  D,  E  des  Fünfecks  als  die  Pole  der  ihnen  ge- 
genüberliegenden Seiten,  so  erhält  man  ein  Polarsystem,  in  wel- 
chem jeder  von  den  beiden  Curven  der  der  andern  sich  anschmie- 
gende Strahlcnbüschel  zugeordnet  ist. 
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Die  Strablenbuschcl  A,B  cr- 
Eciigen  die  Curve  k,  wenn  sie 
projeklivisch  so  aufeinander  be- 
zogen werden,  dass  den  Strah- 
len AC,  AD,  AE  de»  erstem 
die  Strahlen  B  C,  BD,  DE  des 
letztern  entsprechen.  —  Von 
den  beiden  Strecken  AB,  A*B 
ist  diejenige  von  der  Curve  k 
eingeschlossen,  welche  von  gar 
keiner  der  drei  Gera«len  C  D, 
CE,  DE  oder  von  zweien  der- 
selben geschnitten  wird.  Die 
Punkte  A,  B  sind  in  der  Curve 
k  im  erstem  Falle  durch  die 
Punkte  C,  D,  E  nicht  getrennt, 
im  letztern  aber  getrennt. 


Die  geraden  Gebilde  a,b  er- 
zeugen den  Strahlenbüschel  s, 
wenn  sie  projektivisch  so  auf- 
einander bezogen  werden  ,  dass 
den  Punkten  ac,  ad,  ac  des 
erstem  die  Punkte  bc,  bd,  be 
«les  letztern  entsprechen.  —  Von 
den  beiden  >Vinkeln  ab,  a*b 
ist  derjenige  von  der  Curve  » 
ausgeschlossen,  welcher  gar  kei- 
nen der  drei  Punkte  cd,  cp, 
de  oder  zwei  derselben  in  sich 
enthält.  Die  Strahlen  a,  b  sjn<l 
in  dem  Büschel  s  im  erstem 
Falle  durch  die  Strahlen  c,  d,  e 
nicht  getrennt,  im  letztern  aber 
getrennt. 


Eine  Ctirve  II.  Ordnung  ist  auch  bestimmt,  wenn  ein  cinbe- 
schriebenes  Viereck  und  die  Tangente  an  einem  Eckpunkte  des- 
selben oder  ein  umbeschriebenes  Viereck  und  der  Berührungs- 
punkt einer  Seite  oder  ein  einbeschriebenes  Dreieck  und  die  Tan- 
genten an  zwei  Eckpunkten  desselben  oder  ein  unjbeschriebene« 
Dreieck  und  die  Berührungspunkte  zweier  Seiten  gegeben  sind. 
259.  Liegen  die  drei  Punkte,  Schneiden  sich    die  drei  Dia- 


in deren  jedem  ein  Paar 
Gegenseiten  eines  Sechsecks 
ABC  DE F  sich  schneiden,  in 
einer  und  derselben  Geraden, 
so  liegen  die  sechs  Eckpunkte 
<lcs  Sechsecks  entweder  in  einer 
Curve  II.  Ordnung  oder  es  lie- 
gen je  drei,  unter  welcher  keine 
zwei  aufeinanderfolgende  sind, 
in  einer  Geraden. 


gonalen ,  deren  jede  ein  Paar 
Gegenpunkte  eines  Sechsecks 
verbindet,  in  einem  und  dem- 
selben Punkte,  so  berühren  die 
sechs  Seiten  des  Sechsecks  ent- 
weder eine  Curve  H.  Ordnung, 
oder  es  schneiden  sich  je  drei, 
unter  welchen  keine  zwei  auf- 
einanderfolgende sind,  in  einem 
Punkte. 


Es  werde  die  Gerade  AB  von  den  Geraden  CD,  DE  in  den 
Punkten  K,  M  und  BC  von  den  Geraden  AF,  EF  in  den  Punk- 
ten L,  N  geschnitten.     Wenn  nun  der  Schnittpunkt  von  KC  und 
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AI.  (oHer  CD  und  AF)  in  f^cr  Gersilcn  MN  H*»pt ,  »o  sind  die 
perH»l«*n  Gcliilde  BKMA,  BCNI^  iiiul  also  auch  »lic  Strahlen- 
biiscliel  D(BCEA),  F(BCEA)  zu  einander  projektivisch,  wor- 
au5   der    Satz  fidgt. 

2t)0.      Wenn  von   einer  Curve  11.  Ordnung  fünf  Pnnkte  A,  B, 
i\   I),   E    gegeben    sind,    so     ist    durch    jede    Gerade    p,     welche 
durch  den   Fnnkt  A   geht,  ein  Punkt  F  der  Curve  bestimmt,  wpU 
cber    nämlich    aus    tlem   Punkte   A   durch     die  Gerade     p    projicirt 
^.rtl.      Man  erhält  den  Punkt  F,   wenn  man  den   Schnittpunkt  von 
AB   unit   1>E    mit    dem   Schnittpunkte    von  CD   und    p  durch  eine 
Gerade  verhinilct  und  al«dann  ans  dem   Punkte,    in  welchem  diese 
Geracle  die  Gerade  BC   schneidet,    den   Punkt  E   auf   flie  Geracle 
p  projicirt.      Soll  der   Punkt  F  mit  dem  Punkte  A  zusammenfallen 
und   also  die   Gerade  p   <lie  Curve   im  Punkte  A    berühren,  so  muss 
?ie   dnrch   «lenjenigen   Punkt    der   Geraden  CD   gehen,    welcher  mit 
dem   Schnittpunkte  von   A  B   und   D  R    und    dem  Schnittpunkte  von 
DC    und  E  A   in    einer    und   «lorselben  Geraden    liegt.      Umgekehrt 
findet    man,    wenn  von    einer   Curve    II.  Ordnung    fünf  Tangenten 
a,  1),  c,  d,  e    gegeben   sind,    die  Berühnmgspunkte    dieser  Tau- 
genten,   wenn    man   in  irgend  einem  der   Fünfseite  abcde,  abced 
u.   8.    w.     aus     jedem    Eckpjinkte     auf    die    ihm    gegenüberliegende 
Seite  «ieu   Schnittpunkt  der   beiden    Diagonalen  projicirt,    von   wel- 
chen  keine  tlurch  jenen  Eckpunkt  geht    und    auch    keine     die  ihm 
benachbarten    Eckpunkte   verbintlet. 

Aehnliche  Aufgaben  vom  ersten  Gr.ule,  welche  nämlich  auf 
die  in  07  enthaltenen  sich  zurückführen  lassen,  bieten  sich  d:>r, 
wenn  von  einer  Ciuve  II.  Ordnung  vier  Punkte  und  die  Tan- 
gente an  einem  ilieser  Punkte  oder  vier  Tan|jenten  und  der  Be- 
rulinmc^punkt   einer   dieser   Tdiigcnten    u.    s.    w.    gegeben  »iiul. 


26\.  Wenn  die  n  Seilen  aj, 
«2»  33  » •  •  •  **•  eines  ebenen  n  Ecks 
um  feste  Punkte  Ai,  A2,  A3..  . 
An  >ich  drehen,  während  n  -  1 
Eck[>tnikte  ui  a2,  ajaa  . .  a.^ ._  1  a^ 
in  testen  Geraden  sich  bewe- 
g«*u,  so  bewegt  sich  tler  letzte 
Eckpunkt  cntwetler    auch   in   ei- 


V\  enn  die  n  Eckpunkte  eines 
ebenen  n  Ecks  in  festen  Gera- 
den sich  bewegen ,  währen«! 
n  -  1  Seiten  «lessclben  um  feste 
Punkte  sich  drehen,  so  «Ireht 
sich  die  letzte  Seite  entwctier 
auch  um  einen  festen  Punkt, 
oder    es    beschreibt    der    Punkt, 
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ner  festen  Geraden  oder  in  ei- 
ner Curvc  H.  Ordnung,  welche 
durch  jene  festen  Elemente  be- 
atiinmt  ist. 

Die     Geraden    ai,    82,    83, 


um  welchen  sie  sich  dreht,    in- 
dem derselbe  in  ihr  sich  bewegt, 
eine  durch  jent  festen  Element« 
bestimmte  Curve  11.  Ordnung. 
,  .  .    80    sind    nämlich     homologe 


Strahlen  von  n  Strahlenbüscheln  Ai,  A2,  A3,...  An,  von  welchen 
jeder  folgende  dem  vorhergehenden  und  mithin  auch  der  letzte 
«lern  ersten  projeklivisch  ist.  Stellt  man  das  veränderliche  n  Eck 
in  drei  Zuständen  dar,  so  hat  man  zu  drei  Strahlen  des  Büschels 
Ai  die  homologen  Strahlen  des  Büschels  An.  Da  übrigens  die 
Büschel  Ai,  A2  auch  projcktivisch  sind,  wenn  der  Punkt  8182  in 
einer  durch  die  beiden  Punkte  Ai,  A2  gehenden  Curve  11.  Ord- 
j«un^  sich  bewegt,  und  Analoges  von  den  Büscheln  A2,  A3  u.  s.  w. 
gilt,  so  lassen  sich  die  obigen  Sätze  und  die  in  (311)  enthalte* 
iien  Aufgaben  leicht  noch  verallgemeinern. 


202.  Wenn  von  zwei  zu  ein- 
ander projektivischen  Strahlen- 
büscheln der  eine  gegeben  ist, 
und  vier  Strahlen  des  andern, 
welche  gegebenen  Strahlen  a,  b, 
c,  d  des  erstem  entsprechen, 
durch  vier  gegebene  Punkte  A, 
B,  C,  D  gehen,  die  nicht  alle 
vier  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden liegen,  so  liegt  der  Mit- 
telpunkt M  des  andern  Büschels 
entweder  in  einer  gegebenen 
Geraden  oder  in  einer  gegebe- 
nen Curve  II.   Ordnung. 


Wenn  von  zwei  zu  einander 
projektivischen  geraden  Gebil- 
den das  eine  gegeben,  und  vier 
Punkte  des  andern ,  welche  ge- 
gebenen Punkten  de«  erstem 
entsprechen,  in  vier  gegebenen 
Geraden  liegen,  die  nicht  alle 
vier  durch  einen  und  denselben 
Punkt  gehen,  so  geht  die  Ge- 
rade, in  welcher  das  andere  Ge- 
bilde liegt,  entweder  durch  ei- 
nen gegebenen  Punkt  oder  sie 
berührt  eine  gegebene  Curve 
II.   Ordnung. 


Liegen  nämlich  die  Punkte  A,  B,  C,  in  einer  und  derselben 
Geraden,  so  giebt  es  in  dieser  Geraden  einen  Punkt  Di,  so  dass 
ABC  Dl  Ä  abcd  ist.  In  diesem  Falle  ist  oflenbar  die  Gerade 
DDi  der  geometrische  Ort  des  Punktes  M.  Liegen  aber  keine 
drei  von  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  in  einer  und  derselben 
Geraden,  so  ist,  wenn  durch  den  Punkt  D  eine  Gerade  DD  ge- 
legt wird,  80  dass  D(ABCD)  Ä  abcd  ist,  auch  M(ABCD) 
Ä  D(ABCl))  und  mithin  (250j  der  geometrische  Ort  des  Punk- 
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te«  M  die  Cnnre  TT.  Orcinting,  welche  durch  die  vier  gegeheoeil 
Punkte  geht  und  im  Punkte  D  die  Gerade  DD  berührt. —  Wena 
umgekehrt  der  Mittelpunkt  M  des  Strahlenhuschels  M(ABCD), 
•ler  dem  gegebenen  ab  cd  projektivisch  ist,  in  einer  gegebenen 
Curre  IT.  Ordnung  liegt,  und  drei  Strahlen  desselben  gegebene 
Punkte  A,  T^,  C  der  Curve  projiciren,  so  projicirt  auch  der  vierte 
Strahl   einen  gegebenen  Punkt  der  Curve. 

263.    Es  sind  in  einer  Ebene  Es  sind   In    einer  Ebene  fünf 

fünf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  Gerade  a,  b,  c,  d,  e  gegeben, 
gegeben,  von  welchen  keine  von  welchen  keine  vier  durch 
vier  in  einer  und  derselben  Ge-  einen  und  denselben  Punkt  ge- 
ratlen  liegen;  man  soll  einen  hen;  man  soll  eine  sechste  Ge- 
Punkt M  finden,  so  dass  der  rade  p  finden,  so  dass  da«  ge- 
Strahlenbüschel  M  (A  B  C  D  E)  rade  Gebilde  p  (a  bcde)  einem 
eintra  gegebenen  abcde  pro-  gegebenen  projektivisch  sey. 
jektirisch  sey.  | 

Liegen  die  Punkte  A,  B,  C  in  einer  und  derselben  Gera- 
den, so  nehme  man  in  dieser  Geraden  die  Punkte  Di,  Ei  so, 
dass  ABC  Dl  El  A  abcde  ist.  Zieht  man  alsdann  die  Geraden 
DDi,  EEi,  so  schneiden  sich  diese  in  dem  gesuchten  Punkte. 
AVenn  aber  keine  drei  von  den  fünf  gegebenen  Punkten  in  einer 
und  derselben  Geraden  liegen,  so  ziehe  man  durch  den  Punkt  D 
zwei  Gerade  DD,  DEi,  so  dass  D  (ABC  DEi)  A  abcde  ist, 
und  suche  alsdann  (260)  in  der  Curve  11.  Ordnung,  welche  durch 
die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  geht  und  im  Punkte  D  die  Gera<lc 
DD  berührt,  den  Punkt  Ei,  welcher  aus  dem  Punkte  D  durch 
die  Gerade  D  Ei  projicirt  wird.  Wenn  nun  M  (ABC  DE)  A 
abcde  A  D(ABCDE2)  seyn  soll,  und  E  «in  vom  Punkte  Ej 
verschiedener  Punkt  ist,  so  muss  M  derjenige  Punkt  der  Curve 
seyn,  welcher  aus  dem  Punkte  Ej  durch  die  Gerade  E2E  pro» 
jicirt  wird.  Fallen  aber  die  Punkte  E,  E^  in  einander,  so  leistet 
jeder  Punkt  der  Curve  der  Aufgabe  Genüge» 
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§.     20. 
ProjektJvischc  Bezichnngfn  zuischen  Cur>pn   II.  Ordouuj. 

264.  Will  man  zwei  gegebene  Ciirven  II.  Ordnung  s,  si 
projektivisch  aufeinander  beziehen,  so  kann  man  zu  drei  Punktcu 
A,  B,  C  der  einen  die  homologen  Punkte  Ai,  Bi,  Ci  in  der 
andern  nach  Belieben  annehmen,  wodurch  aber  alsdann  jedem 
Funkte  der  einen  ein  Punkt  der  andern  zugewiesen  ist. 

Sollen  uämlirh  zwei  ebene  Systeme  collineär  so  aufeinander 
bezogen  werden,  dass  der  Curfe  8  und  den  Punkten  A,  B,  C 
des  einen  die  Curve  ii  und  die  Punkte  Ai,  Bi,  Ci  des  andern 
entsprechen,  so  muss  auch  dem  Pole  P  der  Geraden  AB  der  Pol 
Fl  der  Geraden  AiBi  entsprechen.  Und  wenn  man  die  ebenen 
Systeme  projektivisch  so  aufeinander  bezieht,  dass  den  Puuktea 
A,  B,  C,  P  des  einen  die  Punkte  Aj ,  Bi ,  Ci,  Di  des  andern 
entsprechen,  so  entspricht  der  Curve  s,  welche  die  Geraden  PA, 
PB  in  den  Punkten  A,  B  berührt  und  durch  den  Punkt  C  geht, 
die  Curve  »i,  welche  die  Geraden  PiAi,  PiBi  in  den  Puuktea 
Ai,  Bi  berührt  und  durch  den  Punkt  Ci  geht. 

Vertauscht  man  in  dem  einen  von  den  beiden  Systemen  je- 
den Puukt  mit  seiner  Polare,  so  sind  alsdann  die  Systeme  pro- 
jektivisch so  aufeinander  bezogen,  dass  der  Curve  s  der  der 
Curve  Si  sich  anschmiegende  Strahlenbüschel  und  den  Punkten 
A,  B,  C  die  Strahlen  entsprechen,  welche  die  Curve  »i  in  den 
Punkten  Ai,  Bi,  Ci  berühren. 

265.  Jeder  Strahlenbüschel  P,  welcher  die  eine  s  von  zwei 
zu  einander  projcktivischen  Curven  II.  Ordnung  au^t  einem  in  ihr 
befindlichen  Punkte  projicirt,  ist  jedem  Strahlenbüschel  Qi  pro- 
jektieisch,  welcher  die  andere  si  aus  einem  in  ihr  befindlichen 
Funkte  projicirt,  so  dass  nämlich  je  zwei  Strahlen  PA,  Qi  Ai, 
welche  homologe  Punkte  A,  Ai  der  Curven  projiciren ,  einander 
entsprechen.  Der  Büschel  P  ist  nämlich  dem  ihm  entsprechenden 
Büschel  Fl,  dieser  aber  nach  255  dem  Büschel  Qi  projektivisch. 

Eben  so  sind  je  zwei  gerade  Gebilde  u,  Vf,  von  welchen 
daj  eine  ein  Schnitt  des  StrahlenbüscheU  s  mit  einer  Tangente 
der  Curve  s  und  das  andere  ein  Schnitt  des  Strahlenbüschels  «i 
mit  einer  Tangente  der  Curve  si  ist,    sowohl    unter  sich  als  auch 
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(204)  Julien  Strahleubüichelu  erster  Ordnung  projektivitch,  »o 
(I.4SS  nüinlich  durch  je  zwei  einauder  entsprechende  Funkte  A,  Ai 
der  Curven  und  die  Taugenten  a,  ai  an  diesem  Punkte  vier  ein- 
;mder  entsprechende  Elemente  PA,  QiAi,  ua,  viai  der  Gebiltie 
P»   Ql»   "»  ^1   bestimmt  sind. 

266.      Will  man   zwei    gegebene  Curven    11.  Ordnung    projek- 
tivisch  aufeinander  beziehen,  so  darf  man   nur  nach  264  und  265 


•buf  einen  Struhicnbüschel,  des- 
sen Mittelpunkt  in  der  einen 
Curve  liegt,  einen  Strahlenbü- 
schel,  dessen  Mittelpunkt  in  der 
:iiidern  liegt,  projektivisch  be- 
ziehen und  alidaun  je  zwei 
Punkte  der  Curven,  welche  aus 
den  Mittelpimkten  der  Büschel 
durch  homologe  Strahlen  proji- 
cirt  werden,  einander  entspre- 
chend nennen. 

267.     \\cun     der    Mittelpunkt 
eines    Strahlenbüschels     ein    ge- 
meinschaftlicher Punkt  von   zwei 
Curven     11.   Ordnung     ist,     und 
man  je    zwei   Punkte    der    Cur- 
\en,     welche    durch    einen     und 
di-nselbeu     Strahl     des     Hiiscliels 
projicirt   werden,    einander    ent-» 
sprechend    nennt ,     so    ^ind    die 
Curven  projektivisch  aufeinander 
bezogen.      Haben  die  Curven  in 
jenem  Punkte  eine  gemeinschaft- 
liche Tangente,    so    sind  sie  zu 
einander     perspektivisch,    daher 


auf  ein  gerades  Gebilde,  wel- 
ches die  eine  Curve  berührt, 
ein  gerades  Gebilde,  welches 
die  andere  berührt ,  projekti- 
visch beziehen  und  alsdann  je 
zwei  Tangenten  der  Curven, 
welche  die  geraden  Gebilde  in 
homologen  Punkten  schneiden, 
einander  entsprechend  nennen. 


Wenn    eine    Gerade    u    eine 
gemeinschaftliche  Tangente    von 
zwei     Curven     11.    Ordnung    icl, 
und     man    je     zwei    Tangenten 
der  Curven,  welche  jene  Gera<le 
in  einem  und   demselben  Punkte 
schneiden  einander  entsprechend 
nennt,  so  sind  die  Curven  (26G) 
projektivisch    aufeinander    bezo- 
gen.    Berühren   die  Curven  jene 
Gerade    in    einem    und    demsel- 
ben Punkte,  so  sind  sie  zu  ein- 
ander perspektivisch,  «laher  aU- 
dann  die  Strahlen,    deren  jeder 


alsdann    die    Punkte,    in    deren       ein  Paar  homologe  Punkte  dei 


jedem  ein  Paar  homologe  Tan- 
genten derselben  sich  schneiden, 
alle  in  einer   und   dersell)en   Ge- 


fAilcn  liegen. 


selben  verbindet,  alle  in  einem 
und  demselben  Punkte  sich 
schneiden. 
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Der  Salz  rechter  Hand  gilt  auch,  wena  die  Ciirvcu  nicht  in 
einerlei  Ebene  liegen.  Die  beiden  colliiieären  S)stoine,  von  wfl- 
cheii  die  Curvcn  homologe  Gebilde  sind,  hjjben ,  wenn  diese  <lie 
Gerade  u  in  einem  und  demselben  Punkte  berühren,  jeden  Punkt 
dieser  Geraden  entsprechend  gemein. 


2ü8.  Zwei  Cnrven  II.  Ord- 
nung, welche  in  zwei  Ebenen 
liegen  und  die  Schnittlinie  die» 
•er  Ebenen  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  berühren,  sind 
(207)  Schnitte  einer  und  der- 
■elben  Kegelfläche   II.  Ordnung. 

2(i9.  Zwei  Curveu  II.  Ordr 
nung,  welche  in  einen  und  den- 
selben Winkel  beschrieben  sind, 
können  auf  zweierlei  Art  jxt- 
spektivisch  so  uufeinander  hin- 
zogen werden,  dass  je  z^^ci 
homologe  Punkte  aus  dem  Mit- 
telpunkte S  des  Winkels  durch 
einen  und  denselben  Strahl  pro- 


Zwei nicht  concentrische  Ke- 
gelüiichcn  H.  Ortlnung,  welche 
einen  Strahl  mit  einander  ge- 
mein haben  und  in  ihm  von 
einer  und  derselben  Ebene  be- 
rührt werden,  schneiden  sicli 
in  einer  Curve  II.   Ordnung. 

Zwei  Cnrven  11.  Ordnung  s, 
?i ,  welche  von  einer  Geraden 
u  ein  und  dasselbe  Slück  ein- 
schliei<sen,  können  auf  zweierlei 
Art  perspektivisch  so  aufciimn- 
der  bezogen  werdon ,  dass  je 
zwei  jjomologc  Tnngenten  der- 
selben jene  Gerade  in  einem 
und    demselben   Punkte    schnci- 


jicirt     werden.       Dasselbe     gilt   i   den.     J>asselbe  gilt  auch,  wenn 


auch,  wenn  kein  Strahl  des  Bü- 
schels S  die  Curven  berührt, 
aber  wie  im  erstem  Falle  je 
zwei  Strahlen  desselben,  wel- 
che in  Hinsicht  auf  die  eine 
Curve  einander  conjugirt  sind, 
es  auch  in  Hinsicht  auf  die  an- 
dere sind. 


die  Curven  mit  der  Gerailcn 
gar  keinen  Punkt  gemein  ha- 
ben, aber  wie  im  erstem  Falle 
je  ZN^ci  Punkte  «lieser  Linie, 
welche  in  Hinsicht  auf  die  eine 
Curve  einander  conjugirt  sind, 
es  auch  in  Hinsicht  auf  die  an- 
dere sind. 


Es  scyen  P,  Pj  die  Pole  der  Geraden  u  in  Hinsicht  auf  die 
Curven  s,  sj.  Man  ziehe  durch  den  Punkt  P  eine  Gerade,  wel- 
che die  Curve  s  in  zwei  Punkten  A,  B  schneidet,  so  wird  auch 
die  Gerade  PiE,  welche  den  Punkt  Pi  mit  dem  Schnittpunkte  E 
von  AB  und  u  verbindet,  die  Curve  »i  in  zwei  Punkten  Ai,  IJ| 
schneiden.  Es  sey  ferner  in  der  Geraden  n  dem  Punkte  E  der 
Punkt  F    und    dem   Punkte    G  der    Punkt  H    conjugirt.       Werde« 


152 


nun  i«vei  ebene  S^ttetne  collineär  to  mifelirander  besogen,  dais 
«Icti  Flinkteil  G,  H,  A,  D  de«  einen  die  Punkte  G,  H,  Ai ,  Bf 
dcf  andern  entsprechen,  bo  haben  »ie  auch  den  I'iinkt  E  und 
fulglich  alle  Punkte  der  Geraden  u  entsprechend  gemein,  woraui 
man  Bchliesien  kann,  dass  die  beiden  Systeme  perspektivisch  lie- 
gen, und  ilixi»  der  Curve  s,  welche  die  Geraden  FA,  FD  in 
den  Punkten  A ,  B  berührt  und  (254)  durch  den  Schnittpunkt 
von  GA  und  HB  geht,  die  Curve  »i  entspricht,  welche  die  Ge,- 
rade  FAi,  FBi  in  den  Punkten  Ai,  Bi  berührt  und  durch  dea 
Schnittpunkt  \on  GAi  und  HBi  geht.  Eben  so  entspricht  der 
Curve  s  die  Curve  sj ,  wenn  zwei  ebene  Systeme  perspektivisch 
6o  aufeinamler  bezogen  werden,  dass  den  Punkten  G,  H,  A,  D 
^\ci  einen  die  Punkte  G,  H,  Bi ,  Ai  des  andern  entsprechen. 
Geht  die  Gerade  AB  nicht  durch  den  Punkt  Pi ,  so  ist  das  per-> 
spektivische  Projektionsceutrum  der  beiden  Systeme  im  erstem 
Falle  der  Schnittpunkt  von  AAi,  und  BBi,  im  letztern  aber  der 
Sclinittpunkt  von  ABi,  und  A^B,  welcher  vom  erstem  Piinkto 
iiurch  die  beiden  Punkte  P,  Pi,  die  in  jedem  Falle  einander  ent- 
sprechen, harmonisch  getrennt  ist. 

Aus  diesen)  Beweise  geht  hervor,  «lass  der  obige  Satz  rech» 
ter  Hund  auch  gilt ,  wenn  die  Ciirven  nicht  in  einerlei  Ebene  lie- 
gen. iSur  ist  alsdann  derselbe  einem  antlern  Satze  gegenüberzu- 
stcileo. 


270.  ^Venn  zwei  Curven  II. 
Ordnung  in  zwei  Ebenen  lie- 
gen und  von  der  Schnittlinie 
dieser  Ebenen  ein  und  das- 
selbe Stück  einschliessen ,  so 
giebt  es  (269)  zwei  Kegel- 
flächen, deren  jede  durch  beide 
Curven  geht.  Dasselbe  gilt 
auch,  wenn  die  Curven  mit 
der  Schnittlinie  der  Ebenen 
gar  keinen  Punkt  gemein  ha- 
ben, aber  wie  im  erstem  Falle 
ie   zwei  Punkte  üieier  Geraden 


Zwei  nicht  concentrische  Kc« 
gehlächen  II.  Ordnung,  welche 
in  einen  und  denselben  Winkel 
beschrieben  siiul,  schneiden  sich 
in  zwei  Curven  II.  Ordnung, 
Dasselbe  gilt  auch ,  wenn  die 
Kegeldächen  gar  keine  gemein- 
schaftliche Berüliriingsebene  ha- 
ben ,  aber  wie  im  erstem  Falle 
je  zwei  Ebenen,  welche  in  Hin- 
sicht auf  die  eine  Fläche  ein- 
ander conjugirt  sind  und  durch 
den      Mittelpunkt     der      andern 


welche  in  Hiusicht   auf  die  eine   !   gehen,     auch     in    Hinsicht    auf 
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die   andere     einander    conjugirt 
sind. 

Je  zwei  Kegelflächcn ,  wel- 
che eine  und  dieselbe  Curvc 
H.  Or<Inung  projiciren,  aber 
keinen  Strahl  mit  einander  ge- 
mein hnben,  schneiden  sich  ia 
noch  einer  Curve    II.   Orduimg', 


Curve  einander  conjugirt  sind, 
es  auch  in  Hinsicht  auf  die  an- 
dere sind. 

Durch  je  zwei  Curven,  wel- 
che Schnitte  einer  und  dersel- 
ben Kegelfläche  II.  Ordnung 
sind,  aber  keine  gemeinschaft- 
liche Tangente  haben,  Jässt  sich 
noch  eine  Kegelfläche  II.  Ord- 
nung legen. 

Die  Pole  der  Geraden,  in  welcher  die  Ebenen  der  Curveü 
«ich  schneiden,  sind  durch  die  Mittelpunkte  der  Kcgelflächen,  die 
Polaren  der  Gera<len,  welche  diese  Punkte  verbindet,  durch  jene 
Ebenen  harmonisch  getrennt, 

271.  Wenn  zwei  coUineärc  ebene  Systeme  einen  Strahlen- 
büschel  S  und  also  auch  ein  gerades  Gebilde  u  entsprechend  ge- 
mein haben,  so  entspricht  jeder  Curve  s  des  einen  Systems,  wel- 
che die  Gerade  u  in  einem  Punkte  T  berührt,  eine  Curve  s;  <le« 
andern,  welche  die  Gerade  u  ebenfalls  im  Punkte  T  bcriihrl, 
"Wenn  ferner  der  Geraden  a  des  erstem  Systems,  welche  durch 
keinen  von  den  Punkten  S,  T  geht,  die  Gerade  ai  des  letztera 
entspricht,  so  entspricht  auch  dem  Winkel  au,  welcher  die  dem 
Punkte,  T  zunächstlicgenden  Theile  der  Curve  s  enthält,  tlcr 
IVinkel  aiu,  welche  die  dem  Punkte  T  zunächstliegentlen  Thcilc 
der  Curve  si  enthält,  woraus  hervorgeht,  dass  die  Curven  im 
Punkte  T  die  Gerade  u  auf  einerlei  oder  entgegengesetzten  Sei- 
ten berühren,  je  nachdem  die  Systeme  einstimmig-  oder  entge- 
gengesetzt-perspektivisch sind.  Man  nehme  nun  an,  dass  die 
Systeme  einstimmig -perspektivisch  seyen  und  dass  der  Punkt  T 
ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Currcn  sey,  so  hat  man  folgende 
Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  Wenn  der  Punkt  S  ausserhalb  der  Geraden  u  liegt,  so 
vrird  die  Curve  i  im  Punkte  T  von  der  Curve  si  auf  ihrer  hoh- 
len oder  erhabenen  Seite  berührt,  je  nachdem  die  Gerade  b, 
vrelche  den  Punkt  S  mit  dem  Punkte  aa%  verbindet,  von  der  Ge- 
raden a  durch  die  Geraden  ai,  u  oder  von  der  Geraden  ai  durch 
die  Geraden  a,u  getrennt  ist.  —    Jedes  gerade  Gebilde  SPP|Kj 


welches  au«  dem  Punkte  S,  einem  Punkte  P  der  Curve  •,  dem 
humologen  Punkte  Pi  der  Curve  »i  und  einem  Ptmkte  R  der 
Geraden  u  besteht,  ist  (136)  dem  Struhlcnbüschel  baaxu  projt:k- 
tivisch. 

II.  Wenn  der  Punkt  S  ein  von  T  verschiedener  Punkt  dtr 
Goradro  u  ist,  so  schneiden  sich  die  Curveu  s,si  im  Punkte  T.--r 
Scliueidet  eine  durch  den  Punkt  S  gehende  Gerade  die  eine  Curve 
in  den  Punkten  C»  D  und  die  andere  in  den  Punkten  Ci ,  Di, 
so*  ist  (112)  von  den  eiuamler  entsprechen<len  Strecken  C  D^ 
C'il>i   keine  ganz   in   der   andern   enthalten. 

III.  Wenn  der  Punkt  S  mit  dem  Punkte  T  zusanimenfallt, 
•o  wird  in  diesen)  Punkte  die  Curve  s  von  der  Curve  8|  hu(  der 
huhlen  otler  erhabenen  Seite  beri'ihrt ,  je  nachdem  der  Winkel  hu 
diMi  Winkel  ai  u  oiler  diesor  <lon  erstem  in  sicli  entliält. —  Schnei- 
det eine  durch  den  Punkt  S  gelicnde  Gerade  *lie  Curven  »,  sj  in 
den  Punkten  c,  m  und  die  Geriulen  a,  ui  in  den  Punkten  A^Aj, 
so  liegt  von  4it'n  einander  enti^prechendea  Strecken  CA,  CiAi 
keine   ganz  in  der   andern. 

272.  Wenn  zwei  collineare  ebene  Systeme  einen  Slrahlenbü» 
•chel  S  und  also  auch  ein  gerades  Gebilde  u  entsprechend  ge« 
mein  haben,  so  entspricht  j»^der  tiurch  den  Punkt  S  gehenden 
Curve  8  des  einen  Systems  eine  ebenfalls  durch  diesen  Punkt  ge- 
hende Curve  si  des  andern.  ^Ven^  ferner  S  ein  gewohnlicher 
Punkt  der  Curven  ist,  in  welchem  sie  also  \(m  einem  Strahle  v 
des  Uiischels  S  berührt,  von  allen  übrigen  Strahlen  desselben 
aber  geschnitten  werden,  und  dem  Puukte  A  des  erstem  Systems, 
welcher  in  keiner  der  Geraden  u,  v  liegt,  der  Punkt  Ai  des  letz- 
tem eut«i)richt,  so  eiwtspricht  der  Strecke  AS,,  welche  die  Curve 
s  auf  der  hohlen  Seite  trilft,  die  Strecke  AiS,  welche  die  Curve 
S|  auf  der  hohlen  Seite  trifft,  woraus  hervorgeht,  dass  die  Cur-, 
veii  die  Geratle  v  auf  einerlei  oder  entgegengesetzten  Seiten  be- 
rühren, je  nachdem  die  Systeme  einstimmig-  oder  entgegenge- 
setzt-perspektivisch sind.  Sind  die  Systeme  einstimmig- perspek- 
tivisch ,  so   hat  man   folgende  Fälle   zu   unterscheiden. 

1.  Wenn  die  Gerad^  u  nicht  durch  den  Punkt  S  geht,  so 
vfird  die  Curve  s  von  der  Curve  *i  a>if  der  hohlen  oder  erhabe- 
nen Seite  berührt,   je  nachdem  der  Schuiltpuokt  R   \on  AAi   und 
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u  vom  l^inkte  Ai  diircl»  die  Piiiikle  S,  A  oder  vorn  ruiiktc  A 
diircli  «lie  Punkte  S,  Ai  getrennt  ist.  —  Jedes  gerade  Gebilde 
SFPiQ,  welches  aus  dein  Punkte  S  noch  einem  Punkte  P  der 
Curve  8,  dem  entsprechenden  Punkte  Pi  der  Curve  ?i  und  einem 
Punkte  Q  der  Geraden  ii  bestellt,  ist  dem  Gebilde  SAAiR  pro- 
jektivisch. 

II.  Wenn  die  Geraden  u,  v  im  Punkte  S  sich  schneiden, 
eo  schneiden  sich  in  diesem  P\mkte  auch  die  bei<leu  Curven.  — 
Kein  Winkel,  welcher  einen  Punkt  der  Geraden  u  zum  Mittel- 
punkt und  zwei  Tangenten  der  einen  Curve  zu  Schenkeln  hat, 
liegt  ganz  in  dem  ihm  enti^prechenilen  Winkel. 

in.  Wenn  die  Gerade  u  mit  der  Geraden  v  zusammenfallt, 
•o  wird  (271)  die  Curve  s  von  der  Curve  si  auf  der  hohlen 
oder  erhabenen  Seite  berührt,  je  nachdem  <lie  Strecke  AS  die 
Strecke  AiS  oder  diese  die  erstere  in  sich  enthält. 

273.  Es  seyen  k,  ki,  k2,  kj  homologe  Curven  von  vier  zu 
einander  perspektivischen  Systemen,  welche  in  einerlei  Ebene  lie- 
gen und  ein  und  dasselbe  gerade  Gebilde  u  entsprechend  gcmeir. 
Wenn  nun  die  Curven  die  Gerade  u  im  Punkte  T  berühren,  von 
jeder  andern  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden  aber  in  ihm 
geschnitten  werden,  und  das  gemeinschaftliche  Projektionscentrinu 
von  k  und  ki  der  Punkt  T,  das  von  k  und  k2  ein  anderer  Punkt 
Ti  der  Geraden  u,  das  von  k  und  k^  ein  ausserhalb  der  Gera- 
den u  befindlicher  Punkt  T2,  folglich  das  von  ki  uud  k2  ein  drit- 
ter Punkt  der  Geraden  u,  das  von  ki  und  ka  ein  dritter  Punkt 
der  Geraden  TTj  und  das  von  k2  und  ka  ein  dritter  Punkt  der 
Geraden  Ti  T2  ist,  so  kann  im  Punkte  T,  in  welchem  die  Cur- 
ven k,  kl  sich  berühren,  die  Curve  ka,  welche  beide  in  ihm 
achneidet,  nicht  zwischen  den  beiden  erstem,  und  die  Curve  kj, 
weil  sie  die  drei  erstem  in  T  berührt,  nicht  zwischen  zweien  der- 
selben durchgehen.  Es  ist  hiedurch  bewiesen,  das«  die  Curveo 
1,  81  im  zweiten  der  in  271  näher  betrachteten  Fälle  inniger  als 
im  ersten  und  iro  dritten  inniger  als  im  zweiten  sich  aneinantler 
anschmiegen.  Eben  so  kann  diess  von  den  Curven  8,  81  in  272 
bewiesen  werden. 

Msm   kann    auch    sagen,    dass   im    zweiten    Falle    ein    Berüh- 
rungspunkt der  Cucveu  mit  einem  Schnittpunkte,   im   dritten  aber 
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«w«  BcrührungspnBkte  Tereiuigt  «eyen.     Wenn  s.  B.    in    272    dio 
Curtc  8  uDtl    die   Punkte  S,  A,  Ai    aU   gegeben    betrachtet    wer- 
den, 5o  ist  durch  jede  Gerade  u,    welche    durch    keinen    yod  den 
beiden  letztem   Punkten    geht,    eine  Curve   «i    bestimnat:      Nimmt 
man  nun  an,   das»  die  Gerade  u  um    einen  ausserhsdb  der  beiden 
Gera»len  AAi,   v    befindlichen    Punkt   sich    drehe,    so    fällt    einmal 
der  Punkt  R  und  zugleich  ein   Schnittpunkt  der  Curven   s,  Si   mit 
dem  Punkte  S  zusammen.     Dieser  Fall  macht  alsdann  den  Uebcr- 
gang    von    «lern    einen    der    in    I    erwähnten    Fälle    xum    andern. 
Nimmt  man  an,    dass  die  Gerade  a  die  Curve  s  in  einem  Punkte 
P    berühre    und    alsdann    den    der    Curve   s     sich    anschmiegenden 
Strahlenbüschel  beschreibe,   so  muss,    wenn  die  Gerade  u  mit  der- 
Geraden   v   xusammenfällt ,     auch    der  Berührungspunkt  P  der  bei- 
den Curven  s,  si  mit  ihrem  BerTihrungspunkte  S    zusammenfallen, 
Endlich    wird    noch    Ikemerkt,    dass    auch    der    Fall   U,    wenn    man 
die  Curve   »    und    also    auch    die   Curve    «i    in    einem    bestimmten 
Sinne  sich  beschrieben  denkt,  selbst  wieder  zwei  Fälle  in  sich  be- 
greift, indem  die   Curve  »i  im  Punkte  S  entweder  von  der  hohlen 
Seite  der  Curve  s  auf  die    erbabeue  oder   von  der    erhabenen    auf 
die  hohle  übergeht.      Wird  die  Gerade  u  durch  den  Punkt  S  ge- 
legt und  alsdann    um    diesen  Punkt    so    gedreht,    das;»    sie    einmal 
über  die  Gerade  v  hinweggeht,  so  bildet  der  Fall  111  den  Ueber- 
gang    von    dem     einen    der    beiden    in    U    enthaltenen    Fälle   zuin 
andern. 

274.  Wenn  zwei  Curven  II.  Ordnung  eine  Gerade  p  in  ei- 
nem und  demselben  Funkte  P  berühren,  so  sind  die  geraden  Ge- 
bilde p,  pi,  von  welchen  das  eine  dem  Strahlenbüschel  P  in  Hin- 
sicht atif  die  eine  und  das  andere  demselben  Büschel  in  Hinsicht 
auf  die  andere  Cnrve  zugeordnet  ist,  einstimmig,  oder  entgegen- 
gesetzt projektivisch ,  je  nachdem  die  Curven  im  Punkte  P  die 
Gerade  p  auf  einerlei  oder  entgege.  »gesetzten  Seiten  berühren. 
Sind  die  geraden  Gebilde  p,  pi  eiiistiuimig-projektivisch ,  so  hat 
luan  ferner  zu  unterscheiden,  ob  sie  zwei  Punkte  P,  Q  oder  nur 
den  Punkt  P  oder  alle  ihre  Punkte  entsprechend  gemein  haben. 
Im  zweiten  dieser  Fälle  schmiegen  sich  die  Curven  inniger  als 
im  ersten,  im  dritten  inniger  als  in  jedem  der  beiden  erstem  un 
einander  an. 
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tm  ersten  Falle  enlhult  namllch  der  Strahleriljüsclicl  P  iwei 
Strahlen  j>,  q  «leren  Pole  P,  Q  in  Hinsicht  auf  beide  Ctirven  die- 
selben sind.  Im  «weiten  Falle  gilt  diess  nur  von  dem  Strahle 
p,  im  dritten  aber  von  allen  Strahlen  des  Düschels  P,  Bezieht 
man  dßher  die  Curven  perspektivisch  so  aufeinander,  dass  je  xwei 
homologe  Punkte  mit  dem  Punkte  P  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden liegen,  so  muss  die  Gerade  u,  welche  von  je  zwei  homo- 
logen Tangenten  in  einem  und  demselben  Punkte  geschnitten 
wird,  im  ersten  Falle  die  Gerade  p  im  Punkte  Q>  im  Kweiten 
Falle  im  Punkte  P  schneiden,  im  dritten  Falle  aber  mit  der  Ge- 
raden p  zusammenfallen.  Bezieht  man  die  Curven  perspektivisch 
«o  aufeinander,  dass  je  zwei  homologe  Tangenten  die  Gerade  p 
in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  so  ist  ihr  gemein- 
«chaftliches  Projektionsccntnim  im  ersten  Falle  ein  ausserhalb  der 
Geraden  p-  befindlicher  Punkt,  im  zweiten  ein  von  P  verschie<le- 
oer  Punkt  der  Geraden  p  und  im  dritten  der  Punkt  P  selbst 

275.  Durch  die  «Irei  Eckpunkte  eines  gegebenen  Dreiecks 
SAjBi  eine  Curve  II.  Ordnung  zu  legen,  welche  einer  gegebenen 
Curve  IL  Ordnung,  welche  nicht  durch  alle  drei  Eckpunkte  ilKii 
Dreiecks  geht,  aber  7wei  Seiten  desselben  in  einem  Ex:kpunkte 
S  schneidet,  in  diesem  Punkte  so  innig  als  möglich  sich  ao- 
«chmiege» 

Es  seyen  A,  B  diejenigen  Punkte  der  gegebenen  Curve,  wel- 
che aus  dem  Punkte  S  durch  die  Geraden  SAi,  SBi  projicirt 
werden.  Bezieht  man  nun  zwei  ebene  Systeme  perspektivisch  so 
aufeinander,  dass  sie  den  Strahlenbuschel  S  und  das  gerade  Ge- 
bilde, welches  den  Punkt  S  mit  dem  Schnittpunkte  von  AB  und 
AiBi  verbindet^  entsprechend  gemein  haben  und  dass  dem  Punkte 
A  des  einen  der  Punkt  Ai  des  andern  und  olso  dem  Punkte  B 
des  erstem  der  Punkt  Bi  des  letztern  entspricht,  so  ist  die 
Curve,  welche  der  gegebenen  entspricht,  die  gesuchte. 

Sind  eine  Curve  II.  Ordnung  und  zwei  Punkte  S,  A  gegc- 
Ijen,  von  welchen  der  eine  S  in  der  Curve,  der  andere  aber  wc- 
tler  in  der  Curve  noch  in  der  Geraden  u  liegt,  welche  im  erstem 
die  Curve  berührt,  so  findet  man  diejenige  Curve  II.  Ordnung,  wel- • 
che  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  geht  und  im  erstem  der 
gegebenen    Curve    bo    innig   als   möglich    sieb    anschmiegt,    wenn 


man  zwei  pl»rne  Systeme  per^pekliviüch  »o  «nfdnandcr  bexieht, 
<Ia99  9X0  den  StrahlenbQschel  S  und  das  gerade  Gebilde  u  ent- 
iiprechend  gemein  haben,  und  da«»  der  Punkt  Ai  demjenigen 
Punkte  der  gegebenen  Curte  entspricht ,  ^reicher  au«  dem  Punkt 
S  durch  die  Gerade  SAi  projicirt  wird.  Eben  so  leicht  lassen  die 
reciproken   Aufgaben   sich   auflosen. 

270.  Sollen  zwei  in  einerlei  Ebene  liegende  Systeme  projek- 
tivisch  so  einnn«ler  bezogen  wfrdeu,  dass  sie  eine  gegebene  Curvc 
II.  Ortlnung  entsprechend  gemein  haben,  so  kann  man  (264)  in 
dieser  Curve  zu  tirei  Punkten  A,  B,  C  des  einen  Systems  die 
h<»moiogen  Punkte  Ai,  Bi,  Ci  des  andern  nach  Belieben  anneh- 
men ,  wodurch  aber  alsdann  je«lem  Elemente  des  einen  System» 
ein  Element  des  andern  ziigewie?en  ist.  Wenn  nun  die  gegebene 
Curve  aU  Gebilde  des  einen  Systems  durch  s  und  als  Gebilde 
Ats  andern  durch  si  bezeichnet  wird,  und  die  Systeme  nicht  alle 
ihre  Elemente  ent.-^prechend  gemein  haben,  was  nur  der  Fall  wäre, 
wenn  A  mit  Ai,  B  mit  Bi  und  C  mit  Ci  zusammenfiele,  so  gilt 
Folgeniles. 

I.  Projicirt  man  die  Curven  s,  Sj  aus  einem  und  demselben 
in  ihnen  befindlichen  Punkte  M  ,  so  erhält  man  (»65)  zwei  zu 
einander  projektivische  Strahlenbiischel,  welche  zwei  Strahlen  oder 
nur  einen  Strahl  oder  gar  keinen  Strahl  entsprechend  gemein  ha- 
ben, je  nachdem  die  Curven  zwei  Punkte  oder  nur  einen  Punkt 
oder  gar  keinen  Punkt  entsprechend  gemein  haben.  Den  Strah- 
len MA,  MB,  MC  des  einen  Büschels  entsprechen  die  Strahlen 
MAi,  MB],  MCi   des  andern. 

II.  Projicirt    man     die   Curve   sj    aus    einem    sich    nicht  selbst 
entsprechende   Pimkte   A   der  Curve   s   und   <liese   au^   dem   homolo- 
gen  Punkte  Ai   der  Curve  si ,  so  erhält  man   (noch    lOS   und  •Jt>.')) 
zwei    zu    einander    perspektivische    StrahlenbQschel.      Den    Strahlen 
AAi,  ABl,  ACi    des    erstem    Büschels    entsprechen    die  Strahlen 
AiA,    AiB,    AiC    des    letztern.      Die    Gerade    h,    welche    von  je 
zwei   homologen   Strahlen    «iieser   Büschel    in    einem   und   demsell)en 
Punkte   geschnitten   wird,   geht,  wenn   die  Curven   s,  si   zwei  Punkte 
entsprechend   gemein    haben,    tlurch    diese    beiden   Punkte.      Haben 
die   Curven   nur  einen   Punkt   entsprech»*nd   genuin,    so  werden   sie 
in    diesem   Punkte    von    der   Geraden   h    berührt.      Wenn     abrr    *lio 


Ciirten  gar  keinon  Punkt  entsprechend  gemein  haben,  8o  hahen 
•ie  auch  mit  der  Geraden  h  kr-inen  Punkt  gemein. 
»  Hl.  Wenn  irgend  zwei  Pimkte  der  Cnrven  8,  «i  und  alsrt 
Huch  zwei  Strahlen  tler  in  I  betrachteten  Büschel,  demnach  (215) 
je  zwei  homologe  Strahlen  dieser  Büschel  und  also  auch  je  zwei 
homologe  Punkte  der  Curven  einander  doppelt  entsprechen,  8o 
müssen  die  Systeme,  da  jede  Gerade,  welche  ein  Paar  homologe 
Funkte  verbindet,  sich  selbst  entspricht,  einen  Slrahlenbüschel  ent- 
fprechend  gemein  haben  und  folglich  (227)  inrolutorisch  liegen. 

IV.  Wenn  drei  Gerade  AAj,  BB|,  CCi,  deren  jede  einea 
Punkt  der  Curve  8  mit  dem  homologen  Punkte  i\er  Curve  si  ver- 
bindet, in  einem  tind  demselben  Punkte  sich  schnei<len ,  so  kann 
tnan  ebenfalls  schliessen ,  dass  die  Systeme  involutorisch  liegen. 
Da  nämlich  (251)  dieser  Schnittpunkt  sowohl  dem  Schnittpunkte 
Von  ABl  '»"^d  Ai  B  als  auch  dem  Schnittpunkte  von  A  Ci  AiC 
conjugirt  und  mithin  der  Pol  der  Geraden  b  ist,  (olglich  diese 
Gerade  auch  von  den  Geraden  AB,  AiBi  in  einem  und  demsel- 
ben Punkte  geschnitten  wird,  so  entspricht  der  Punkt  B  der 
Curve  8i  dem  Punkte  Bi  der  Curve  s.  Dasselbe  folgt  auch  aus 
249  und  2G4. 

V.  Die  zu  einander  collineären  ebenen  Systeme  haben  die 
Gerade  h,  die  von  je  ^wei  Geraden  PQi,  Pi  Q,  von  welchen  <lic 
wne  irgend  zwei  nicht  homologe  Punkte  der  Curven  s,  si  und 
die  andere  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  verbindet,  in  einem 
^ind  demselben  Punkte  geschnitten  wird,  und  eben  so  den  Punkt 
H  (den  Pol  der  Geraden  h),  welcher  (251)  mit  dem  Schnitt- 
punkte pqi  von  je  zwei  nicht  homologen  Tangenten  der  Curven 
»,  «1  und  dem  Schniltptmkte  pi  q  der  ihnen  entsprechenden  Tan- 
genten 10  einer  und  derselben  Geraden  liegt ,  entsprechend  ge- 
mein. 

Projicirt  man  aus  dem  erstem  von  den  beiden  Punkten  P,  Pi 
die  Curve  »i  und  aus  dem  letztern  die  Curve  s,  so  erhält  mau 
iwei  zu  einander  perspektivische  Strahlenbüschel.  Dass  aber  die 
Gerade,  welche  von  je  zwei  homologen  Strahlen  dieser  Büschel  in 
einem  und  demselben  Punkte  geschnitten  wird,  mit  der  in  II.  er- 
vrähnten  Geraden  h  zusammenfällt,  geht,  wenn  auch  die  collineä- 
ren Systeme  nicht    involutorisch    liegen  und  die  Curven  s,  si  kei- 
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»m  Punkt  entuprccbentl  gemein  haben,  daraaa  lienror,  weil  die 
drei  Punkte,  in  deren  jedem  eia  Paar  Gegenseiten  des  Sechsecks 
APiQAiPQi  sich  schneiden,  in  einer  und  derselben  Geraden 
liegen.  Da  ferner  (251)  der  Schnittpunkt  von  P  Qi  und  Pi  Q 
mit  dem  Pole  pq  von  PQ  und  dem  Pole  piq»  von  P|  Qi  in  ei- 
ner und  derselKen  Geraden  liegt,  und  mithin  «lie  Gerade  h,  im 
Falle  sie  von  zwei  homologen  Punkten  pq,  pi  qi  der  collinearea 
Systeme  den  einen  enthält,  auch  den  andern  enthalten  rouss,  so 
fulj^t,  dass  die  beiden  Systeme  die  Gerade  h  und  also  auch  ihren 
Pol   H  entsprechend   gemein   haben. 

Wenn  von  den  n-|-l  Diago- 
nalt-n,  deren  jede  ein  Paar  Ge- 
genpunkte eines  um  eine  Cur- 
ve  II.  Ordnung  beschriebenen 
(4n-[-2)  Seits  verbindet,  n  in 
einem  und  demselben  Punkte  sich 
schneiden,  so  geht  auch  die  letzte 
durch  diesen   Punkt. 


277.  Wenn  von  den  n  -f-  I 
Punkten ,  in  deren  jedem  ein , 
Paar  Gegen:<eiten  eines  in  eine 
Curvell.  Ordnung  beschriebenen 
(4n-{-2)  Ecks  sich  schneiden, 
n  in  einer  und  derselben  Gera- 
den h  liegen,  so  liegt  auch  der 
letzte  in  dieser   Geraden. 


iM.in  nehme  an,  düss  die  Punkte,  in  welchen  <lie  vier  Seiten 
AB],  BjC,  CDj,  DiE  eines  in  eine  Curve  11.  Ordnung  be- 
schriebenen Zehnecks  A  Bi  C  Di  E  Ai  BC'i  D  Ei  von  den  ihnen  ge- 
geniiberiiegend.n  Seiten  geschnitten  werclen,  in  einer  und  dersel- 
ben Geraden  h  Hegen.  Bezieht  man  u\m  zwei  Systeme  coUineär 
so  aufeinander ,  dass  sie  die  Curve  entf^prechend  gemein  haben, 
und  dass  den  Punkten  A,  B,  C  des  einen  Systems  die  Punkte 
Ai,  Bi,  C'i  des  andern  entsprechen,  so  entsprechen  auch  (276) 
den  Punkten  D,  E  de»  erstem  die  Punkte  Di,  Ei  des  letztern, 
daher  auch  der  Schnittpunkt  der  Seiten  EAi,  Ei  A  in  der  Gera- 
den  h   liegt. 

27S.  Werden  die  Elemente  einer  Curve  II.  Ordnung  s  invo- 
lutorisch  gepaart,  so  dass  näudich  die  Geraden  AAi,  BBi,  CCi 
u.  s.  w.,  deren  ]Qi\e  zwei  einander  zugeordnete  Punkte  der  Curve 
verbindet,  alle  in  einem  und  demselben  Punkte  H  sich  schneiden 
und  also  die  Punkte  a  ai ,  bbi,  cci  u.  s.  w.,  in  deren  jedem  zwei 
einander  zugeordnete  Tangenten  der  Curve  sich  schneiden,  alle 
in  einer  und  derselben  Geraden  h  liegen,  so  wir«!  (276)  jede  In- 
volution AAi.BBi.CCi    von    drei    Paar  Punkten    der  Curve    au» 
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jedrm  in  ihr  bpfindlichen  Punkte  durch  eine  Involution  ton  drei 
Paar  Strahlen  projicirt  und  jede  Involution  aai.bbi.ccj  von  drei 
Paar  Tangenten  der  Curve  von  jeder  Tangente  derselben  in  einer 
Involution  von   drei   Paar  Punkten  geschnitten. 

Wenn  die  Gerade  h  die  Curve  in  zwei  Punkten  P,  Q  schnei- 
det, so  heissen  in  der  Curve  je  zwei  einander  zugeordnete  Punkte 
«lurch  die  Punkte  P,  Q  und  in  dem  der  Curve  sich  anschmiegen- 
den Strahlcnbuschel  je  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  durch 
die  Strahlen  HP,  HQ  harnvonisch  getrennt.  Im  erstem  Gebilde 
vertritt  jeder  von  den  beiden  Punkten  P,  Q,  im  letztern  aber 
jeder  von  den   beiden  Strahlen  die  Stelle  eines  Paares. 

Sind  also  die  Diagonalen  eines  in  eine  Curve  II.  Ordnung 
beschriebenen  Vierecks  einander  conjugirt,  so  liegen  in  der  Curve 
<lie  vier  Eckpunkte  des  Vierecks,  die  Tangenten  an  diesen  Punk^ 
tvn  aber  in  dem  der  Curve  sich  anschmiegenden  Strahlcnbuschel 
harmonisch.  Die  vier  Eckpunkte  des  Vierecks  werden  au»  jedem 
Punkte  der  Curve  durch  einen  harmonischen  Strahlenbi'ischel  pro- 
jicirt, die  vier  erwähnten  Tangenten  aber  von  jeder  Tungente  der 
Curve  in  einem  harmonischen   geraden  Gebilde  geschnitten. 


279.  Durch  ein  vollständiges 
Viereck  sind  (202)  drei  Curven 
II.  Ordnung  bestimmt,  deren 
jede  durch  die  vier  Eckpunkte 
des  Vierecks  geht  und  in  jedem 
dieser  Punkte  von  einer  Gera- 
den berührt  wird,  welche  mit 
den  drei  durch  denselben  Eck- 
punkt gehenden  Seiten  einen 
harmonischen  Strahlcnbuschel  bil- 
det. Jeder  Punkt,  aus  welchen» 
die  Eckpunkte  <ies  Vierecks  durch 
vier  harmonisch  liegende  Strah- 
len projicirt  werden ,  liegt  in 
«einer  der  drei  Curven. 

280.  Durch  eine  Curve  II.  Ord- 
nung 0  und  zwei  Punkte  H,  P> 
von  welchen  der  letztere  weder 


Durch  ein  vollständiges  Vier- 
seit  sind  drei  Curven  II.  Ord- 
nung bestimmt,  deren  jede  Seite 
des  Vierselts  in  einem  Punk- 
te berührt,  welcher  mit  den 
in  derselben  Seite  befmdlichen 
Eckpunkten  harmonisch  liegt. 
Jede  Gerade,  welche  die  vier 
Seiten  des  Vierseits  in  vier  harmo^ 
nisch  liegenden  Punkten  schnei- 
det, beriihrt  eine  von  den  drei 
Curven. 


Öurch  eine  Curve  II.  Ordnung 
8    und    zwei   Gerade  h,  p,   von 
welchen    die  letztere   weder  die 
11 
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in  der  Curte  noch  in  »Icr  Polare 
des  er»tcrn  noch  mit  «lern  er- 
stem in  einer  und  dcraclben 
Tangente  der  Curve  liegt,  i»t 
eine  andere  Curve  11.  Ordnung 
k  bestimmt,  welche  durch  den 
letztern  Punkt  geht  und  die 
Bedingung  erfüllt,  dass  der  Pol 
einer  jeden  durch  den  erstem 
Punkt  gehenden  Geraden  in  Hin- 
sicht auf  beide  Curten  derselbe 


Curve  berührt  noch  durch  den 
Pol  der  erstem  geht ,  noch  die 
erstere  in  einem  Punkte  der 
Curve  schneidet,  ist  eine  andere 
Curve  II.  Ordnung  k  bestimmt, 
welche  die  letztere  Gerade  be- 
rrdirt  un<l  die  Bedingung  erfiillt, 
dass  die  Polare  eines  jeden  in 
def  erstem  Geraden  benndiiclicn 
Punktes  in  Hinsicht  auf  beiile 
Curven  dieselbe  sey. 


«ey. 

Durch  die  Curve  s  und  die  Gerade  h  ist  auch  der  Pt»l  H 
dieser  Geraden  und  umgekehrt  durch  die  Curve  s  und  den  Punkt 
H  die  Polare  h  dieses  Punktes  gegeben.  Da  nun  das  gerade  Ge- 
bilde h  und  der  Strahlenbuschel  H  eben  so,  wie  sie  in  Hinsicht 
auf  die  Curve  s  einander  zugeordnet  sind,  auch  in  Hinsicht  auf 
die  Curve  k  einander  zugeordnet  seyn  sollen,  die  im  Punkte  P 
dieser  Curve  sich  anschmiegende  Gerade  p  durch  den  Pol  der 
Geraden  PH  gehen  und  umgekehrt  der  Berührungspunkt  der  Tan- 
gente p  in  der  Polare  des  Punktes  p  h  liegen  muss,  mithin  durch 
jedes  von  den  beiden  Elcmeutcn  das  andere  bestimmt  ist,  so  folgt 
der  Satz  aus  240. 


In  jeder  Geraden,  welche  die 
eine  von  den  beiden  Curven  in 
einem  Punkte  berührt  und  die 
andere  in  zwei  Punkten  schnei- 
det, sind  diese  Punkte  durch 
jenen  Punkt  und  durch  die  Spur 
der  Geraden  h  harmonisch  ge- 
trennt. Schneidet  eine  Gera<le 
die  Gerade  h  im  Punkte  F,  die 
eine  Curve  in  den  Punkten  A,  Ai 
und  die  andere  in  den  Punkten 
G,  Gl,  so  istF.AAi.GGi  eine 
Involution.  Der  Punkt,  in  wel- 
chem jene  Gerade  von  der  Po- 


Die  Schenkel  eines  jeden  ^Vin- 
kels,  welcher  um  die  eine  von 
den  beiden  Curven  beschrieben 
ist  und  seinen  Mittelpunkt  in 
der  andern  hat,  sind  durch  die 
Gerade,  welche  in  diesem  Punkte 
die  andere  berührt ,  und  durch 
die  Gerade,  welche  aus  dem- 
selben Punkte  den  Punkt  H 
projicirt,  harmonisch  getrennt. 
Schneiden  sich  zwei  Tangenten 
a,  ai  der  einen  Curve  und  z^ei 
Tangenten  g,  gi  der  andern 
Curve  in    einem  und   demselben 
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Inrc  des  Pnnkcs  F  geschnitten 
Mirdv  ist  nämlich  von  diesem 
sowohl  durch  die  Pnnkte  A,  Ai 
bIs  auch  durch  die  Punkte  G,Gi 
harmonisch  getrennt» 


Pmikte,  so  ist,  >;«enn  die  Ge- 
rade, welche  aus  diesem  Pnnkte 
den  Punkt  H  projicirt,  durch  f 
bezeichnet  wird,  f.aai.ggi  eine 
InNolulion. 


Es  folgt  hieraus  ferner,    dass  die  beiden   Curven   keinm  aus- 
serhalb der  Geraden  h  befindlichen  Punkt    und    also  entweder  gar 
keinen  oder  nur  einen  Punkt  oder    zwei  Punkte  mit  einander  ge- 
mein  haben,   je   nachdem   sie   den  Punkt  H   einschliessen   oder  in 
tliesem  Punkte  die  Gerade  h    beriihrcn    oder   von    dieser  Geraden 
geschnitten    werden,   und    dass    im   ersten    so   wie    auch    (274)    im 
zweiten  Falle  iWe   eine  Curve    von    der    andern   eingeschlossen  ist, 
Im   dritten  Falle   aber    in    ihren    gemeinschaftlichen    Punkten   ent- 
weder die  eine  die  andere  von    innen    oder  jede    die    andere   von 
Russen  bcri'jhrt,  je  nachdem  t'ie  in  einen  und  denselben  oder  nicht 
in  einen  und  denselben  von  den  beiden  Winkeln  beschrieben  sind, 
Welche  ihre   gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  einander  bilden. 

281.  Wenn  zwei  collineare  ebene  Systeme  eine  Curve  II. 
Ordnung  s  aber  nicht  alle  ihre  Punkte  entsprechend  gemein  ha- 
ben und  auch  nicht  involutorisch  liegen,  so  berühren  die  Geraden 
AAi,  BBi,  CCi  u.  8.  w. ,  deren  jede  ein  Paar  homologe  Punkte 
der  Curve  s  verbindet,  eine  andere  Curve  II.  Ordnung  k,  wäh- 
rend die  Punkte  aai,  bbi,  cci  u.  s.  w. ,  in  deren  jedem  ein  Paar 
homologe  Tangenten  der  Curve  s  sich  schneiden,  in  einer  dritten 
Curve  II.  Ordnung  liegen,  welche  in  Hinsicht  auf  die  Curve  8 
dem  der  Curve  k  sich  anschmiegenden  StrahlcnbQschel  zugeord- 
net ist. 

Nach  dem  vorigen  Satze  ist  durch  die  Curve  s,  durch  die 
in  276  erwähnte  Gerade  h  Und  die  Gerade  AAi  eine  Curve  11. 
Ordnung  k  bestimmt,  welche  die  letztere  Gerade  berührt  und  die 
Bedingung  erfüllt,  dass  die  Polare  eines  jeden  in  der  erstem  be- 
findlichen Punktes  in  Hinsicht  auf  beide  Cur>en  dieselbe  sey.  Um 
»ich  nun  zu  überzeugen,  dass  die  Curve  k  auch  von  jeder  andern 
Geraden  BBi,  welche  ein  Paar  homologe  Punkte  der  Curve  s 
verbindet,  berührt  werde,  darf  man  nur  bemerken,  dass  (251) 
der  J*unkt  L,  in  welchem  die  Gerade  h  von  den  Geraden  AB|, 
Aj  B   geschnitten    wird,    der  Fol    der    Geraden    ist,    welche   den 
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Sctnittpuakt  M  ?on  AAi  und  BBi  mit  dem  Schnitfpnnlte  N  von 
AB  imd  AiBi  Terl)indet,  und  dass  die  einander  conjiigirten  Gc-» 
raden  ML,  MN  durch  die  Geraden  AAi,  BBi  harmonisch  ge*^ 
trennt  sind. 


282.  Wenn  die  Eckpunkte  ei- 
nes Dreiecks  in  einer  gegebenen 
Curve  11.  Ordnung  sich  bewe- 
gen ,  Mrährcnd  zwei  Seiten  um 
zwei  Punkte  sich  drehen»  wel- 
che in  Hinsicht  nuf  die  Curve 
einander  conjugirt  sind,  so  dreht 
sich  (2."*;0  die  dritte  Seite  um 
ilrn  Pol  der  Geraden,  welche 
die  beiden  erstem  Punkte  rer- 
bindet. 

283.  Wenn  die  Eckpunkte  ei- 
nes n  Ecks  AiA2A3...An  in  ei- 
ner gegebenen  Curve  U.  Ord- 
nung liegen  und  n  —  1  Seiten 
desselben  durch  gegebene  Punkte 
gehen,  von  welchen  keiner  in 
der  Curve  liegt,  so  geht  die 
letzte  Seite  entweder  ebenfalls 
durch  einen  gegebenen  Punkt 
oder  sie    berührt  eine  gegebene 


Wenn  die  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  eine  gegebene  Curve 
II.  Ordnung  berühren  und  zwei 
Eckpunkte  desselben  in  zwei 
gegebenen  Geraden  liegen,  wel- 
che in  Umsicht  nuf  die  Curve 
einander  conjugirt  sind,  so  liegt 
der  dritte  Eckpunkt  in  der  Po- 
lare des  Punkte»,  in  welchem 
die  beiden  erstem  Geraden  sich 
schneiden. 

Wenn  die  Seiten  eines  nEcks 
eine  gegebene  Curve  II.  Ord- 
nung berühren,  und  n — 1  Eck- 
punkte desselben  in  gegebenen 
Geraden  liegen,  von  welchen 
keine  die  Curve  berührt,  so 
liegt  der  letzte  Eckpunkt  ent- 
weder ebenfalls  in  einer  gege- 
benen Geraden  oder  in  einer 
gegebeneu  Curve  II.  Ordnung. 


Curve  11.    Ordnung. 

Die  Punkte  Ai,  Aj,  A3,...Aa  sind  nämlich  homologe  Punkte 
von  n  collinearen  Systemen,  welche  die  gegeben?  Curve  entsprc* 
chend  goniein  haben,  und  von  welchen  je  zwei  aufeinander  fol- 
gende invoiiitorisch  liegen.  Wenn  nun  auch  das  erste  und  letzte 
invulutori.sch  liegen,  so  geht  die  Gerade  AqAi  durch  einen  gege- 
benen Punkt.  Ist  aber  diess  nicht  der  Fall,  so  berührt  (281) 
die  Gerade  AßAi  eine  gegebene  Curve  11.  Ordnung« 
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§.     21. 

Von  der  Anruhl  der  gemcJnacIiafillchcn  Punkte  und  Tangenten   zweier 

Curreii  If,  Ordnung, 

284.  Zwei  Curvea  II.  Ordoung  haben  (258)  höchstens  vier 
Punkte,  die  ihnen  sich  anschmiegenden  Strahlenbüschel  höchstens 
•  ier  Strahlen  mit  einander  gemein.  Beruhren  zwei  Cnrven  II.  Ord- 
nung eine  Gerade  in  einem  und  demselben  Punkte,  so  haben  sie 
höchstens  noch  zwei  Punkte  mit  einander  gemein  und  höchstens 
noch  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten,  Berühren  zwei  Curvea 
IL  Ordnung  zwei  Gerade  in  denselben  zwei  Punkten,  so  haben 
«ie  weder  einen  dritten  Punkt  mit  einander  gemein  noch  eine 
dritte  gemeinschaftliche  Taügente. 

Wenn  zwei  Cnrvcn  II.  Ordnung,  welche  zwei  Gerade  in  den- 
selben zwei  Punkten  berühren ,  perspektivisch  so  aufeinander  be- 
zogen werden,  dass  je  zwei  homologe  Tangenten  die  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden, 
so  liegen  je  zwei  homologe  Punkte  mit  dem  Berührungspunkte 
der  andern  in  einer  und  derselben  Geraden.  Da  nämlich  die  an- 
dere gemeinschaftliche  Tangente  und  also  auch  ihr  Berührungs- 
punkt sich  selbst  entspricht ,  so  muss  tiieser  Punkt  «las  Projek- 
tionscentrum der  zu  einander  perspektivischen  Systeme  seyu.  Es 
folgt  daher  auch  aus  271,  dass  in  ihren  gemeinschuftliclien  Punk- 
ten entweder  die  eine  von  den  beiden  Curven  die  andere  von  in- 
nen oder  jede  die  andere  von  aussen  berührt,  je  nachdem  sie 
nämlich  in  einen  und  denselben  oder  nicht  in  einen  und  densel- 
ben von  den  beiden  Winkeln  beschrieben  sind,  welche  ihre  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  mit  einander  bilden. 

285.  Die  Anzahl  m  der  gemeinschaftlichen  Punkte  zweier 
Curven  s,  k  II.  Ordnung,  welche  in  einerlei  Ebene  liegen,  ist 
eine  pare  oder  unpare  Zahl,  je  nachdem  die  Anzahl  n  ihrer  gc- 
uieiuschaftlLchen  Tangenten  eine  pare  oder  unpare  Zahl  ist. 

Es  sey  r  die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  die  Curven  sich 
berühren,  so  ist  m  —  r  die  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  und  n  —  r 
die  Anzahl  derjenigen  gvNncinschaftlicheu  Tangenten ,  deren  jede 
die  Curven  entweder  iu  zwei  verschiedenen  Punkten  oder  in'ci- 
cum  SchuiltpuuLtc  berührt.     Bemerkt  mau  nun,  dass  das  System 
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von  allen  in  Uer  Ebene  beflnillichon  Geraden  durch  den  Strahlen« 
büsclicl  I  in  twei  Sy«tcinc  gelhcilt  wird,  und  dasf  eine  Gerade, 
%Nclchc  den  Strahlenbiiflchel  k  beschreibt,    in  jeder   der  erwähnten 

n r  Tangenten    von   einem    der   beiden  Systeme    in    dai    andere 

iibcrgcbt,    »o  folgt,    dasa    n— r  eine    \>are  7«ahl    ley,    gleich    wie 

in r  eine  parc  Zahl  i«t.     E«    find   also   m,  n,  r    entweder  drei 

i>are  oder  drei  unparo  Zohl^^n. 

2S0.  Verstellt  man  unter  einem  nEcke  ein©  von  n  Strecken 
eingeschlossene  Figur,  jo  helsst  ein  n  Eck  in  eine  Curve  II.  Ord- 
HUB''  oder  auch  diese  um  das  nEck  beschrieben,  wenn  das  n  Eck 
von  der  Curvc  eingedchlosicn  ist  und  alle  seine  Eckpunkte  in 
derselben  liegen.  Umgekehrt  heisst  eine  Curve  U.  Ordnung  in 
ein  nEck  oder  auch  «lae  nEck  um  die  Curve  beschrieben,  wenn 
diese  alle  Seiten  des  nEcks  berü!irt,  unti  also  in  dem  nEcke 
liegt.  Jedes  nEck,  welches  in  oder  um  eine  Curve  II,  Ordnung 
beschrieben  ist,  hat   lauter  ausspringende   Winkel, 

287.    Wenn   zwei    Curven    U,   1        Wenn   zwei  Curven    11,  Ord- 


nung in  vier  Punkten  sich  schnei-» 
den,  10  haben  sie  entweder  vier 
geiiiei  uächafllichc  Tangenten  otUr 
gar  keine  geiueinschafliiclio  Tan« 
geilte. 


Orilnung  s,  k  vier  gemeinschaft- 
liche Tangenten  n,  b,  c,  d  ha- 
ben, so  schneiden  sie  »ich  ent» 
weder  in  vier  Punkten  oder  sie 
haben  gar  keinen  Punkt  mit  cin- 
aniler    gemein. 

Durch  tlie  Geraden  a,  b,  c,  d  wird  die  Ebene  in  drei  Vier^ 
ecke  und  vier  Dreiecke  getheilt.  Sind  nun  die  Curven  s,  k  in 
ein  und  dasselbe  Viereck  beschrieben,  *«o  müsten  »ie  sich  in  vier 
punkten  schneiden.  Sind  aber  die  Curven  nicht  in  ein  und  das- 
selbe Viereck  beschrieben,  so  haben  sie  keinen  Punkt  mit  einan- 
der geuieiu. 

Zwei  Curven  II.  Ordnung,  welche  vier  gemeinschaftliche  Tan- 
genten haben,  beriUircn  (284)  keine  dieser  Geraden  in  einem  und 
demselben  Punkte.  Eben  so  werden  zwei  Curven  11,  Ordnung^ 
welche  vier  l'unkto  mit  einander  gemein  haben,  in  keinem  dieser 
ruiiktc   von  einer  und  derselben  Gerailen  beriihrt. 


2SS.  Haben  zwei  Curven  II. 
Ordnung  s,  k  keinen  Punkt  mit 
rin;\iidci    gemein,  so  haben    sie 


Haben  zwei  Curven  II.  Ord- 
nung keine  gemeinschaftliche 
Tangeule,    so  hüben  sie  cnlwc- 
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iiifwcttrr  auch  keine  gemein-  j  der  auch  keinen  Punkt  mit  cio- 
•clKiftlicIie  Tiuigente  oder  vier  ander  gemein  oder  lie  schnei- 
gmieinschaniicbe  Tangenten.         '    den   sich  in  vier  Punkten. 

£3  kommt  hier  nur  darauf  an,  ob  die  eine  oder  keine  voq 
den  beiden  Curven  s,  k  die  andere  cinschliesst.  Im  letztem 
Falle  wird  das  System  von  allen  in  der  Ebene  befindlichen  Ge- 
raden durch  die  beiden  Strableubuschel  s,  k  in  fünf  Systeme 
getheilt. 


289.  Wenn  zwei  Curven  II. 
Ortlnung  «,  k  dref  gemeinschaft- 
liche Tangenten  haben, *so  ha- 
be« sie  entweder  (285)  auch 
drei  Punkte  oder  nur  einen 
Punkt  mit  einander  gemein. 


Wenn  zwei  Curven  II.  Ord- 
nimg drei  Punkte  mit  einander 
gemein  haben,  so  haben  sie 
entweder  auch  drei  gemein- 
schaftliche Tangenten  oder  nur 
eine  gemeinschaftliche  Tang«ntr. 


Da  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  die  Curven  s,  k  mit  ein- 
ander gemein  haben,  €ine  unpare  Zahl  ist,  so  müssen  sie  in  ei- 
nem Punkte  sich  berühren.  Sind  nun  die  beiden  Curven  in  ein 
und  dasselbe  von  den  vier  Dreiecken  beschrieben,  welche  ihre 
gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  einander  bilden,  so  schneiden 
sie  sich  in  zwei  Punkten.  Sind  aber  die  Curven  nicht  in  ein 
und  dasselbe  Dreieck  beschrieben,  so  haben  sie  nur  jenen  Punkt 
mit  einaiider  gemein. 

290.  Haben  zwei  Curven  II.  Ordnung  zwei  Punkte  mit  ein- 
ander gemein,  so  haben  sie  auch  nach  285,  287  und  2S8  zwei 
gemeinschaftliche  Tangenten ,  un<l  umgekehrt.  Sind  nun  die  Cur- 
ven in  einen  und  denselben  von  den  beiden  Winkeln  beschrieben, 
Kelche  ihre  gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  einander  bilden,  so 
muss  entweder  die  eine  die  andere  in  zwei  Punkten  von  innen 
beriihren  oder  sie  müssen  sich  in  zwei  Punkten  schneiden.  Im 
letztern  Falle  kann  man  ferner  unterscheiden,  ob  die  Curven  jede 
ihrer  gemeinschaftlichen  Tangenten  in  zwei  verschiedenen  Punkten 
uder  ob  sie  die  eine  in  einem  ihrer  Schnittpunkte  berühren.  Sind 
die  Curven  nicht  in  einen  und  denselben  Winkel  beschrieben,  so 
berühren  sie  sich  in  zwei  Punkten  von  aussen. 

291.  Nach  285  und  290  ist  die  Anzahl  m  der  gemein- 
schaftlichen Punkte  zweier  Curven  11.  Ordnung,  welche  uämlich 
in   ciuerlei   Ebene  liefen,   entweder   der   Anzahl   q    ihrer   gemein^ 
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•chaftÜchen  Tangentcu  gleich,  oder  e*  ist  die  Summt  dic«er  bei- 
den Zahlen  ■=:  4  oder  es  findet  beides  xii|^leic!i  »t»Ut.  Ut 
in^zn^izS  oder  ni  =  D=:l,  »o  berührt  dio  eine  von  den  beiden 
Curven  die  andere  in  einem  Punkte  Ton  innen.  Ist  aber  inzz:5 
lind  niz:l  oder  mzz  1  und  nnzS,  »o  berühren  sich  die  Curven 
in  einem  Punkte  von  aussen. 

292.  H'enn  von  einer  Curve  II.  Ordntmg  s  fTinf  Pnnkte 
A,  B,  C,  U,  E  und  von  einer  andern  Curve  II.  Ordnung  k, 
welche  durch  die  drei  ersten  Punkte,  aber  durch  keinen  der  bei- 
den übrigen  geht,  ebenfalls  noch  Ewei  Pimkte  Di,  Ei  gegeben 
sind,  so  kann  man  leicht  finden,  ob  die  Curven  in  einem  ihrer 
gemeinschaftlichen  Punkte  sich  berühren,  oder  in  welchem  vierten 
punkte  sie  sich  schneiden. 

Man  suche  in  der  Curve  s  zuerst  den  Punkt  Dj,  so  dass 
E  (ABC  Dl)  A  El  (ABC  Dl)  ist,  und  alsdann  den  Punkt  F,  wcU 
eher  aus  dem  Punkte  D2  tlurch  die  Gerade  DiD]  j)rt)jicirt  ist. 
Da  nun  (255)  FCABCDj)  A  E(AnCI)2)  und  mithin  auch 
F (ABC Dl)  A  Ei(ABCDi)  ist,  so  folgt  (250),  dass  der  Punkt 
F  auch  in  der  Curve  k  liegt,  und  dass  also  dieser  Punkt,  wenn 
er  mit  keinem  der  drei  Punkte  A,  B,  C  zusammenfTillt,  der  vierte 
Schnittpunkt  der  beiden  Curven  ist.  Fällt  aber  der  Punkt  F 
etwa  mit  dem  Punkte  A  zusammen,  so  folgt  auf  dieselbe  Weise, 
ddss  alsdann  die  Gerade,  welche  die  Curve  s  im  Punkte  A  be- 
rührt, in  demselben  Punkte  auch  die  Curve  k  berühre. 


293.  >>erdeu  zwei  vollstän- 
dige Vierecke  ABCD,  A^Bi 
Ci  Dl  angenommen,  so  dass  je- 
der Punkt,  in  welchem  ein  Paar 
Gegenseiten  des  einen  Vierecks 
»ich  schneiden,  auch  derSchnitt- 
puukt  von  zwei  solchen  Seiten 
des  andern  ist ,  so  haben  die 
beiden  Vierecke  -entweder  zwei 
Seiten  mit  einander  gemein,  oder 
es  liegen  ihre  acht  Eckpuukte  in 


\V»  rden  zwei  vollständige  Vier- 
Seite  angenommen,  so  dass  jede 
Gera<le ,  welche  ein  Paar  Ge- 
genpunkte des  einen  Vierseit« 
verbindet,  auch  durch  zwei  sol- 
che Punkte  «les  andern  geht, 
so  haben  die  beiilen  Vierseite 
entweder  ein  Paar  Gegenpunkte 
mit  einander  gemein,  oder  es 
berühren  ihre  acht  Seiten  eine 
Curve  II.  Onlnunii. 


einer  Curve  H.  Ordnung.  1 

Es  ^ry  M  der  Schnittpunkt  von  AB  »md  CD,  N  der  Schnitt 
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pnnkl  voB  AC  und  BD  und  R  der  SchnlttiMinkt  von  AD  und 
BC.  Wenn  nun  etwa  der  Puukt  Ai  in  der  Geraden  AB  H^gt, 
und  AiBi  diejenige  Seife  des  zweiten  Vierecks  ist,  wclclic  durch 
den  Punkt  M  gebt,  so  fällt  diese  Seite  mit  der  Seile  AB  und 
folglich,  da  alsdann  diese  Gerade  durch  die  Geraden  MN,  M II 
■owübl  von  CD  als  auch  von  CiDi  harmonisch  gelrennt  ist,  auch 
die  Seite  CD  mit  der  Seite  CiDi  zusammen.  Lässt  sich  aljer 
durch  <iie  fünf  Punkte  A,  B,  C,  D,  Ai  eine  Curve  11.  Ordnung 
legen,  so  geht  diese,  da  «lle  Punkte  Ai ,  Bi  durch  den  Punkt  M 
und  den  Schnittpunkt  von  Ai  Bi  und  NR  harmonisch  getrermt 
und  die  letztern  Punkte  (251)  einander  conjugirt  sind,  auch 
durch  den  Pimkt  Bi  und  eben  so  durch  die  Punkte  Ci,  Di.  Et 
ergeben  sich  hieraus  und  aus  251   noch  folgende  Sätze: 


Haben  zwei  Curven  II.  Ord- 
nung vier  gemeinschaftliche  Tan- 
genten, so  liegen  die  acht  Be- 
rührungspunkte dieser  Tangen- 
ten entweder  in  einer  dritten 
Curve  II.  Ordnung  oder  in  zwei 
Geraden.  Der  letztere  Fall  kann 
vorkommen ,  wenn  die  Curven 
sich  nicht  schneiden. 


Schneiden  sich  zwei  Curven 
II.  Ordnung  in  vier  Punkten,  so 
berühren  die  acht  Geraden,  de- 
ren jede  eine  von  den  beiden 
Curven  in  einem  jener  Punkte 
berührt,  entweder  eine  dritte 
Curve  II.  Ordnung,  oder  es 
schneiden  sich  vier  in  einem 
Punkte  und  die  vier  übrigen  io 
einem  andern  Punkte. 
294.  Zwei  coUineüre  Systeme,  welche  in  einerlei  Ebene,  aber 
flicht  perspektivisch  liegen,  haben  eutweder  die  drei  Eckpunkte 
und  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  oder  nur  zwei  Punkte  und 
zwei  Gerade,  von  welchen  die  eine  durch  beide  Punkte,  die  an-» 
dern  aber  durch  einen  derselben  geht,  oder  nur  einen  Punkt  und 
eine  Gerade  entsprechend  gemein. 

Es  entspreche  dem  Punkte  A  des  einen  Systems  der  Punkt 
Ai  des  andern,  so  entspricht  der  Geraden  AAi  des  erstem  Sy- 
stems eine  durch  den  Punkt  Ax  gehende  Gerade  u  des  andern. 
Wenn  nun,  was  man  annahmen  kann,  diese  Linien  nicht  in  ein- 
ander fallen,  so  erzeugen  (256)  die  Strahlenbüschel  A,  Ai  eine 
Curve  II.  Ordnung  k,  welche  offenbar  durch  jeden  Punkt  geht, 
\velchen  die  coliincären  Systeme  ent.<prcjhrnd  gemein  haben.  Der 
Curve  k  ^cs  erstem  Systems  entspricht  ferner  ciuo  Curre  k|  des 


nntlorn,  welche  tlie  Gerade  ii  uiiil  die  Ciirve  k  im  Punkte  Ai 
schneiden  miiss,  weil  diese  die  Gerade  AAi  im  Punkte  A  schnei- 
det und  die  Gerade  u  im  Punkte  Ai  berührt.  Da  endlich  je  zwei 
homologe  Punkte  der  beiden  Curven  aus  dem  Punkte  Ai  durch 
einen  und  denselben  Strahl  projicirt  werden,  so  folgt: 

I.  Wenn  die  beiden  Curven  in  noch  drei  Punkten  P,  Q,  H 
»ich  schneiden,  so  haben  die  collincären  Sjsteme  die  Eckpunkte 
Mild  also  auch  die  Seiten  «les  Dreiecks  PQR  entsprechend  geineir», 

II.  Wenn  die  Curven  nur  noch  in  einem  Punkte  P  sich 
»<-hneiden ,  in  einem  Punkte  Q  aber  lieh  berfdircn,  so  haben  die 
S>steme  zwei  Punkte  P,  Q  und  zwei  Gerade  PQ,  von  welchen 
liündlch  die  letztere  die  Cqrven  im  Punkte  Q  berührt,  entsprc» 
cbend  gcuiein. 

Hl.  >Venn  die  Curven  nur  noch  in  einem  Punkte  P  sich 
schneiden  und  in  diesem  Punkte  von  einer  und  derselben  Gera- 
den p  berührt  werden ,  so  haben  die  Systeme  nur  den  Punkt  I* 
und  die  durch  ihn  gehende  Geraile  p  entsprechend  gemein.  — 
Das»  keine  durch  drn  Punkt  P  gehende,  von  p  verschiedene  Ge« 
rade  PB  mit  der  ihr  entsprechenden  Geraden  PBi  zusammenfällt, 
geht  daraus  hervor,  weil  je  zv^ei  homologe  Punkte  B,  Bi  der  • 
Curven  aus  dem  Punkte  Ai  durch  eine  und  dieselbe  Gerade  pro- 
jicirt  werden.  Eine  Gerade  q  aber,  welche  nicht  durch  den  Punkt 
P  geht,  kann  dcsihalb  sich  nicht  selbst  entsprechen,  weil  der 
J'uiikt  pq  sich  nicht  selbst  entspricht. 

IV.  Wenn  dio  Curven  nur  noch  einen  Punkt  P  gemein  ha- 
ben, in  diesem  Punkte  aber  nicht  von  einer  und  tlcrselben  Ge- 
raden berührt  werilen,  so  haben  die  Systeme  nur  den  Punkt  P 
lind  eine  nicht  durch  ihn  gebende  Gerade  entsprechend  gemein.  — 
Nach  dein,  was  in  111  bemerkt  wurde,  haben  die  Systeme  weder 
eine  durch  den  Punkt  P  gehende  Gerade  noch  mehr  als  eine  Ge- 
rade entsprechend  gemein.  Um  sich  aber  zu  überzeugen,  dass 
rs  eine  Gerade  gici>t,  welche  sich  selbst  entspricht,  darf  man  nur 
»wei  homologe  gerade  Gebilde  c,  Ci  betrachten,  welche  im  Punkte 
P  sich  schneiden  und  also  Sclmille  eines  und  desselben  Strahlen- 
büächeU  S  sinil.  Wenn  nun  dmi  Punkte  S  des  einen  Systems 
der  Punkt  Si  i^cs  andern  entspricht  und  die  Gerade  S  Sj  die  Ge- 
raden c,  ci    in  den   Punkten  C,  Ci    schneidet,    so  .  entspricht  die 
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Gerade  SiCi  der  Geraden  SC,  also  sich  selbst.  Eben  «o  leicht 
findet  man,  wenn  ein«  Gerade  gegeben  ist,  welche  die  Systeme 
entsprechend  gemein  haben,  einen  sich  selbst  entsprechenden  Punkt. 

295,  Wenn  man  in  einer  Ebene  zwei  Folarsysteme  annimmt  ' 
und  je  zwei  Punkte  Vi,  Vj  der  Ebene,  welche  von  einer  und 
derselben  Geraden  V  die  Pole  iä  Hinsicht  auf  jene  Systeme  sind, 
einander  entsprechend  nennt,  so  hat  man  offenbar  drei  Systeme 
JS y  2i,  ^2  projektivisch  so  aufeinander  bezogen,  dass  die  bei- 
den letztern  dem  erstem  reciprok,  also  imter  sich  coliineär  sind 
und  mithin  entweder  einen  Strahlenbuschel  S  und  ein  durch  sei- 
nen Mittelpunkt  gehendes  gera<les  Gebilde  n,  oder  einen  Strah- 
lenbüschel S  und  ein  nicht  durch  seinen  Mittelpunkt  gehendes 
gerades  Gebilde  u,  oder  nur  die  Eckpunkte  und  Seiten  eines 
Dreiecks  PQR,  oder  nur  zwei  Punkte  P,  Q  und  zwei  Gerade 
PQ»  Pi  welche  im  Punkte  Q  sich  schneiden,  oder  nur  einen 
Punkt  P  und  eine  durch  ihn  gehende  Görade  p,  oder  nur  einen 
Punkt  P  und  eine  nicht  durch  ihn  gehende  Gerade  p  entsprechend 
geraein  haben. 

Im  ersten  Falle  berühren  sich  die  Ordnungfcurven  a,  k  der 
Polarsysteme  im  Punkte  S  so  innig,  dass  der  Pol  einer  jeden 
durch  den  Punkt  S  gehenden  Geraden  in  Hinsicht  auf  beide  der- 
>elbe  ist, 

Im  zweiten  Falle  haben  die  Polarsysteme  unendlich  viele  Po- 
Jardreiecke  mit  einander  gemein.  Die  Curven  s,  k  berühren  sich 
(280)  entweder  in  zwei  Punkten,  oder  sie  haben  gar  keinen  Punkt 
mit  einander  gemein, 

Im  dritten  Falle  haben  die  Polarsysteme  nur  das  Polardreicck 
PQR  mit  einander  gemein.  Die  Curven  »,  k  schneiden  sich  cnt» 
weder  in  vier  Punkten  oder  haben  gar  keinen  Punkt  mit  einander 
gemein.  Gehen  nämlich  beide  Curven  durch  den  Punkt  A,  so 
muss  dieser,  wenn  nicht  der  zweite  Fall  Statt  finden  soll,  aus- 
eerhalb  der  ^rei  Geraden  PQ,  PR,  QR  liegen.  Sucht  man  nun 
SU  dem  Punkte  P,  A  und  dem  Schnittpunkte  ton  PA  und  QR 
den  vierten  harmonischen  Punkt  B,  »o  hat  man  noch  einen  ge- 
meinschaftlichen Punkt  der  beiden  Curven.  Eben  so  kanu  man 
ober  in  jeder  von  den  beiden  Geraden  QA,  RA  einen  Punkt  fin- 
den, in  welchem  die  Curven  sich  schneiden 
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Im  vierten  Falle  ber&hren  sieb  die  Curven  •,  k  im  Punkte  Q, 
9o  dass  es  aber  nur  nocb  einen  Punkt  P  giebt,  dessen  Polare  \h 
ij  Hinsicht  auf  beide  Poiarsysteine  dieselbe  ist,  daher  die  Curveu 
entweder  nur  den  Punkt  Q  oder  nocb  zwei  Punkte  mit  einander 
geroein  haben,  in  welchen  sie  sich   schneiden. 

Im  fTmften  Falle  schneiden  sich  (274)  die  Curven  f,  k  in 
dem  Punkte  P,  in  ivelchem  beide  von  der  Geraden  p  berührt 
werden,  und  aUo  noch  in  einem  andern  Punkte, 

Im  sechsten  Falle,  in  welchem  es  auch  nur  einen  Punkt  P 
giebt,  dessen  Polare  p  in  Hinsicht  auf  beide  Polarsyaleme  die-» 
*elbe  ist,  diese  Gerade  aber  nicht  durch  jenen  Punkt  geht,  haben 
die  Curven  s,  k  zwei  Punkte  mit  einander  gemein,  so  dass  aber 
in  keinem  dieser  Punkte  beide  von  einer  und  derselben  Geraden 
beriihrt  werden.  Da  es  nämlich  in  der  Geraden  p  keine  awei 
Punkte  giebt,  welche  in  Hinsicht  auf  jeiles  der  beiden  Polar- 
st steine  einaniler  conjugirt  sind,  so  schneiden  sich  (309)  die 
Curve  s  und  <lie  Gerade  p  in  zwei  Punkten,  die  durch  die  Punkte, 
iu  welchen  dieselbe  Gerade  von  der  Curve  k  geschnitten  wird, 
getrennt  sind,  daher  auch  die  beiilen  Curven  sich  schneiden  müs- 
sen, Wüiden  sie  sich  in  vier  Punkten  schneiden,  so  hätten  (251) 
die  Polarsysteme  ein  Pulardreieck  mit  einander  gemein. 

Wenn  ein  ebene«  Polarsystem  keine  Ordnuugscurve  hat,  so 
sagt  man,  dass  seine  Ordnungscurve  imaginär  sey,  Ist  also  ir- 
geiiil  eine  von  den  beiden  Curven  s,  k  imaginär,  so  nmss  ent- 
weder der  aweite  oder  dritte  von  den  obigen  Fälieu  Statt  finUeu, 


§.     22. 

You  den  Lioiea  II.  Ordpuag  Obeihaupr, 

296.  Unter  einer  Linie  II.  Ordnung  versteht  man  entweder 
eine  Curve  II.  Ordnung  oder  den  InbegriiT  von  zwei  in  einerlei 
Ebene  liegenden  Geraden.  Das  Ileciproke  hievon  ist  iu  der  Ebene 
ein  Strahlenbüschel  II.  Or<tnung,  welcher  uäudich  entweder  einer 
Curve  U.  Ordnung  sich  anschmiegt,  oder  der  lubcgrilf  von  zwei 
Struhlenbüs<:helu  1.  Ordnung  ist. 
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Durch  zwei  zn  einRnder  pro- 
jektivische  Slrahlenljuschel,  wel- 
che in  einerlei  Ebene  liegen, 
nber  nicht  conccntriscb  sind,  i?t 
eine  Linie  II.  Ordnung  bestimmt, 
<ler  nämlich  jeder  Punkt  ange- 
hört, welchen  ein  Strahl  des  ei- 
nen Büschels  mit  dem  homolo- 
gen Strahle  des  anderö  gemein 
hat.  Liegen  die  Strahlenbüschel 
perspektivisch,  so  besteht  die 
Linie  11.  Ordnimg  aiii  zwei  Ge- 
raden, von  welchen  die  eine  die 
Mittt-lj)unkte  der  beiden  Büschel 
verbindet» 


Durch  zwei  zu  einander  pro- 
jektivischc  gerade  Gebilde,  wel- 
che sich  schneiden,  ist  ein  Strah- 
Icnbüschel  11.  Ordnung  bestimmt, 
dem  jeder  Strahl  angehört,  wel- 
cher tliirch  einen  Punkt  i\es  ei- 
nen Gebililes  und  zugleich  durch 
den  homologen  Punkt  des  an- 
dern gehl.  Liegen  die  geraden 
Gebilde  perspektivisch,  so  ist 
<ler  Strahlenbüschel  JI.  Ordnung 
der  Inbegriö  von  zwei  Strah- 
lenbüscheln L  Ordnung,  von 
welchen  der  eine  den  Schnitt- 
punkt der  geraden  Gebilde  zum 


Mittelpunkt  hat. 

297.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Dreiecke  perspektivisch  lie- 
gen, aber  weder  einen  Eckpunkt  noch  eine  Seite  mit  einander 
gemein  haben,  so  liegen  (250)  die  Punkte,  in  deren  jedem  zwei 
nicht  homologe  Seiten  der  beiden  Dreiecke  sich  schneiden,  in  ei- 
ner Linie  II.  Ordnung  s  und*  die  Geraden,  deren  jede  zwei  nicht 
homologe  Eckpunkte  der  beiden  Dreiecke  verbindet,  in  einem 
Strahlenbüschel  II.  Ordnung  si,  welcher  in  dem  (241)  durch  die 
beiden  Dreiecke  bestimmten  Polarsysteme  jener  Linie  zugeord- 
net ist. 

Liegt  eio  Eckpunkt  des  einen  Dreiecks  in  einer  Seite  des 
andern,  so  wird  diese  Gerade  in  jenem  Punkte  sowohl  von  den 
Curven  s,  si  als  auch  von  der  Ordnungscurve  des  erwähnten  Pov 
larsystems  berührt  Ist  das  eine  von  den  beiden  Dreiecken  in  dai 
andere  beschrieben,  so  fallen  die  drei  Curven  in  einander. 

208»  Jedem  einer  Curve  II,  Ordnung  einbeschriebenen  volU 
«tändigen  Vierecke  AB  CD  ist  ein  um  dieselbe  beschriebenes  voll- 
ständiges Vierseit  zugeordnet. 


Je  zwei  Gegenpunkte  des  voll- 
ständigen Vierseits  Uegcü  mit 
^en  vier  Eckpunkten  des  Vierecks 
ia  eioer  Linie  II.  Ordnung. 


Je  zwei  Gegenseiten  des  vollr 
ständigen  Vierecks  liegen  mit  den 
vier  Seiten  des  Vierseits  in  eir 
nem  Strahlenbüschel  II.  Ordnung. 
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Es  sejen  B,  P  die  Pule  der  Geraden  AB,  CD,  m>  liegen 
(251)  die  drei  Punkte,  in  deren  jedem  ein  Paar  Gegenseiten  de« 
Sechsecks  A'EBCFD  sich  »chneitien)  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden, noraus  (259)  der  Satr  folgt. 

Wenn    man    in    einer    Ebene 


290.  Wenn  man  in  einer  Ebene 
ein  volUtaiuligcs Viereck  ABCD 
lind  eine  Gerade  d  annimmt, 
\% eiche  durch  kernen  Eckptmkt 
,  demselben  geht ,  und  je  zwei 
Puukte  P,  Pi  der  Geraden  d, 
»welche  mit  den  vier  Eckpunk- 
ten «les  Viereck*  in  einer  I^inie 
11.  Ordnung  liegen,  einander  zu- 
geordnet nennt,  so  sind  die  Ele- 
mente des  geraden  Gebildes  d 
involutorisch  gei)aart. 


ein  vollständiges  Vierscit  tlbcil 
\md  einen  Punkt  D  annimmt, 
welcher  in  keiner  Seite  dessel- 
ben liegt,  und  je  zwei  Strulilm 
des  StruhlenbiischcU  J),  welche 
mit  den  vier  Seiten  des  Vier* 
sciti  in  einem  Struhlenbiisch«  I 
11.  Ordnung  liegen  ^  einandi-r 
zugeordnet  nennt,  so  sind  die 
Elemente  des  Büschels  D  invo» 
I   lutorisch  gepaart. 


Es    werde   die  Gerade  AB  von  der  Geraden  d  oder  PPi  im 
Punkte  G    und    von    der    Geraden   PD    im  Punkte  H    geschnitten^ 
so  ist  (119)  AB  GH  Ä  BAHG  A   P  (BADPi).     Da    aber   nach 
der  Annahme  P  (BADPi)  Ä  C  (BADPi)  ist,  so  ist  auch  AB  GH 
A  C   (BADPi),    woraus    hervorgeht,    dass    in    dem  Polarsystcme, 
in  welchem  (237)   die  Eckpunkte  A,   B,  C  des  Dreiecks  ABC   die 
Pole  der  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  a,  b,  c  sind,  und  dem 
Punkte    D    die    Gerade    d,     folglich    dem    Punkte  G    oder  cd    die 
Gerade  CD    zugeordnet    ist,    der  Punkt  H    der  Pol   der    Geraden 
CPi,    mithin    der   Punkt  Pi ,    in   welchem    diese  Gerade   von    der 
Geraden  d   geschnitten  wird,    der  Pol  der  geraden  HD   oder  DP 
ist,    und    dass    also  P,  Pi    conjugirte  Punkte  und  DPi,  DP    con- 
jugirte    Gerade    des    erwähnten    Polarsystems  sind.      Der  Linie    H. 
Ordnung  s,    welche  durch  die  Punkte  A,  B,  C,  D,  P,  Pi  geht, 
ist    ein  Strahlenbüschel  H.   Ordnung  si    zugeordnet»    welchem    die 
Geraden  a,  b,  c,  d,  DPi,  DP  angehören.     Es    bieten  sich  hit  r 
noch  folgende  Bemerkungen  dar: 

I.  Wenn  der  Punkt  P  in  einer  Seite  des  vollständigen  Vier- 
ecks ABCD  liegt,  so  liegt  der  Punkt  Pi  in  der  gegenüberliegen^ 
den  Seite,    so    dass    alsdann    die    Linie  s    der  Inbegriff   von    zwei 
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Geraden  und  der  Strahtenbuschcl  «j  der  Inbegriff  von  zwei  Bü- 
scheln erster  Ordnung  Ist. 

II.  Wenn  «lie  Gerade  d  von  den  sechs  Seiten  des  vollständi- 
gen Vierecks  ABCÜ  nur  in  vier  Punkten  geschnitten  wird,  oder 
zwei  einander  zugeordnete  Schnittpunkte  durch  zwei  an<lere  solche 
,  Punkte  getrennt  sind,  so  giebt  es  keine  Curve  II.  Ordnung,  wel- 
che durch  die  vier  Punkte  Ä,  B,  C,  D  geht  und  die  Gerade  d 
beriihrt,  itnd  eben  so  keine  Curvc  11.  Ordnung,  welche  die  vier 
Geraden  a,  b,  c,  d  beriihrt  und  durch  den  Punkt  D  geht.  Im 
erstem  Falle  besteht  nämlich  jede  Linie  11.  Ordnung,  welche 
durch  die  Pu  iktc  A,  B,  C,  D  und  einen  Ordnung^punkt  des  in- 
*  volutorischen  geraden  Gebildes  d  geht,  also  mit  dieser  Geraden 
nur  einen  Punkt  gemein  hat,  aus  zwei  Grratlcn.  Im  letztem 
Falle  aber  enthält  das  involutoriscbe  Gebilde  keinen  sich  selbst 
zugeordneten  Punkt. 

IH.  Schneidet  die  Gerade  d  zwei  Seiten  AB,  CD  des  Voll- 
ständigen Vierecks  ABCD  in  einem  und  demselben  Punkte,  die 
übrigen  Seiten  aber  in  vier  verschiedenen  Punkten,  so  giebt  es 
eine  Curve  II.  Ordnung  s,  welche  durch  die  vier  Punkte  A,  B, 
C,  D  geht  und  die  Gerade  d  beriihrt,  und  eben  so  eine  Curve 
II.  Ordnung  Si,  welche  die  vier  Geraden  a»  b,  c>  d  berfdirt  und 
ilurch  den  Punkt  0  geht  Der  Berührungspunkt  N  der  Curve  s 
mit  der  Geraden  d  liegt  in  der  Geraden,  welche  <len  Schnitt- 
punkt von  AC  und  BD  mit  dem»  Schnittpunkte  von  AD  und  BC 
Verbindet.  Die  Curvc  sj  wird  im  Punkte  D  von  der  Geraden  DN 
berührt. 

IV.  Wenn  das  involutoriscbe  Gebilde  d  zwei  Ordnungspunkte 
enthält,  aber  in  keinem  derselben  zwei  Seiten  des  Vierecks  ABCD 
schneidet,  so  sind  die  Punkte  A,  B,  C,  D  die  Schnittpunkte  von 
zwei  Curven  II.  Ordnung,  welche  die  Gerade  d  berühren,  und 
die  Geraden  a,  b,  c,  d  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  von 
zwei  Curven,  welche  durch  den  Punkt  D  gehen. 

300.  Wenn  von  zwei  Dreiecken  ABC,  DPPj,  welche  weder 
einen  Eckpunkt  noch  eine  Seite  mit  einander  gemein  haben,  ir- 
gend eine  von  folgenden  drei  Aussagen  gilt,  so  gelten  auch  nach 
«lern  Beweise  des  vorigen  Satzes  die  beiden  übrigen. 
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I.  Die  »ech»  Eckpunkte  der  Dreiecke  liegen  in  einer  Linie 
H.   Ordnung. 

II.  Die  sechs  Seiten  der  Dreiecke  gehören  einem  Strahlenlö« 
schcl  U.  Ordnung  an. 

III.  Die  Dreiecke  sind  (absolute)  Polurdrciecke  eines  und 
desselben  Polarsystoms. 

301.  Die  in  200  enthaltenen  Sätze  lassen  sich,  wenn  man 
nicht  auf  die  letztern  Rucksicht  nehmen  Hill ,  noch  etwas  kürzer 
beweisen.  Liegen  nämlich  die  Punkte  A,  B,  C,  D,  P,  Pi  in  ei» 
iier  Curve  Tl.  Ordnung,  so  ist  A  (PPiCD)  A  B  (PPiCD). 
Bezeichnet  man  also  die  Punkte,  in  welchen  die  Gerade  P  Pi  von 
den  Geraden  AC,  AD,  BC,  BD  geschnitten  wird,  durch  Q,  R, 
Ri,  Qi,  so  i5t  PPiQR  Ä  PPiRiQi,  also  auch  PPiQR  ä  P,  P 
QiRi   und  mithin  PPj.QQi.RRi   eine  Involution. 

Lässt  man  den  Punkt  D  der  Curve  mit  dem  Punkte  A  zu- 
sammenfitllcn,  so  dass  A  D  in  eine  Tangente  übergeht,  so  wird 
die  Gerade  PPi  in  den  Pimkten  Q,  Qj  von  zwei  Seiten  des 
Dreiecks  ABC,  im  Punkte  R  von  dor  Geraden,  welche  die  Curve 
im  Srhnitfptinkte  «lieser  Seiten  berührt,  und  im  Punkte  Ri  von 
«U-r  dritten  Seite  geschnitten.  Füllt  überdicss  C  m«t  B  uiul  also 
auch  Q  mit  Qi  zu-^.immen,  so  sind  in  der  Geraden  PPi  die  Punkte 
R,  Ri  die  Spuren  von  zwei  Tangenten,  deren  Berührungspunkte 
mit  dem   Punkte   Q  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen. 


302.  Wenn  zwei  Punkte  P,  Pi 
durch  je  zwei  Gegenseiten  eines 
Vierecks  ABCD  harmonisch  ge- 
lrennt sin«l,  so  siutl  sie  in  Hin- 
sicht auf  jede  Curve  II.  Ord- 
nung, welche  durch  die  vier 
Eckpunkte  des  Vierecks  geht, 
einander  conjugirt,  daher  sie 
auch  in  Hinsicht  auf  das  Vier- 
eck   einander    conjugirt    hcissen 


Wenn  zwei  Gerade  durch  je 
zwei  Gegenpunkte  eines  Vier- 
seits  harmonisch  getrennt  sind> 
so  sind  sie  in  Hinsicht  auf  jede 
Curve  11.  Ordnung,  welche  die 
vier  Seiten  des  Vierseits  berührt, 
einander  conjugirt,  daher  sie 
auch  in  Hinsicht  auf  das  Vier- 
seil einander  conjugirt  heissen 
sollen. 


sollen. 

Es    scy  M    der  Schnittpunkt    von  AB    und  CD,  N    der    von 
AD  und  BC   und  S  der  von  AC  und  BD,  so  sind  die  Geraden 
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NA,  NB  sowohl  dnrch  die  Geraden  NM,  NS  als  auch  durch 
die  Geraden  NP,  N  Pi  harmonisch  getrennt,  daher  N  (ABMP) 
^  N  (ABSPi)  ist.  Wenn  also  die  Gerade  MF  von  den  Gera- 
den NA,  NB  in  den  Punkten  a,  b  und  die  Gerade  MPi  von 
den  Geraden  NA,  NB,  NS  in  den  Punkten  d,  c,  e  geschnitten 
wird,  so  ist  auch  abMP  ä  dcePi.  Da  nun  die  Geraden  M  P, 
MPi  durch  die  Geraden  MA,  MD,  demnach  auch  die  Punkte  a,  d 
durch  die  Punkte  A,  D  harmonisch  getrennt  sind,  folglich  der 
Punkt  a  dem  Punkte  d  und  eben  so  der  Punkt  b  dem  Punkte  c 
und  überdies»  der  Punkt  M  dem  Punkte  c  conjngirt  ist,  so  sind 
auch   (252)  <iie  Punkte  P,  Pi  einander  conjngirt. 


303.  In  Hinsicht  auf  ein  voll- 
ständiges Viereck  AB  CD  ist 
jeder  Geraden  v,  welche  je  zwei 
Gegenseiten  in  zwei  Punkten 
schneidet,  eine  Curve  II.  Ord- 
nung Vi  conjngirt,  welche  den 
Pol  jener  Geraden  in  Hinsicht 
auf  jede  durch  die  vier  Eck- 
punkte des  Vierecks  gehende 
Curve  II.  Ordnung  k  enthält. 


In  Hinsicht  auf  ein  vollstän- 
diges Vierseit  ist  jedem  Slrah- 
lenbüschel  erster  Ordnung,  des- 
sen Mittelpunkt  nicht  mit  zwei 
Gegenpnnkten  in  einer  Gera- 
den liegt,  ein  Strahlenbüschcl 
H.  Ordnung  conjngirt,  welcher 
die  Polare  jenes  Punktes  in  Hin- 
sicht auf  jede  die  vier  Seiten 
des  Vierseits  berührende  Curve 
I  II.  Ordnung  enthält. 
Wenn  nämlich  M,  N,  S  das  Vorige  bedeuten  und  dem  Punkte 
P  der  Geraden  v  der  Punkt  Pi  conjngirt  ist,  so  sind  MP,  NP, 
MPi,  N  Pi  homologe  Strahlen  von  vier  zu  einander  projektivi- 
schen  Strahlenbi'ischeln,  von  welchen  der  erste  und  zweite  ein 
und  «lasselbe  gerade  Gebilde  v  projiciren,  der  erste  und  dritte 
aber  und  eben  so  der  zweite  und  vierte  involutorisch  liegen.  Fällt 
der  Punkt  P  mit  dem  Schnittpunkte  von  MN  und  v  zusammen, 
so  fällt  der  Punkt  Pi  mit  dem  Punkte  S  zusammen.  Die  beiden 
letztem  von  den  erwähnten  vier  Strahlenbüscheln  erzeugen  also 
eine  Curve  II.  Or<lnung  vj,  welche  die  sechs  Seiten  des  vollstän- 
digen Vierecks  in  den  drei  Punkten  M,  N,  S  und  in  den  Punk- 
ten E,  F,  G,  H,  1,  K  schneidet,  welche  in  Hinsicht  auf  dasselbe 
deo  Spuren  seiner  Seiten  AB,  CD,  AD,  BC,  AC,  BD  in  der 
Geraden  v  conjngirt  sind.  Ist  Qi  der  Pol  der  Geraden  v  in  Hin- 
sicht auf  die  Curve  k,  so  muss  der  Punkt  Q,  welchem  der  Punkt 
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Qi  in  Hinüickt  fiuf  «las  vollständige  Viereck  und  nlso  auch  in 
Hinsicht  auf  tlic  Curve  k  coiijugirt  ist,  in  der  Geraden  v  und 
mithin  der  Punkt  Qi   in  der  Curve  vi  liegen. 

Da  die  Punkte  B ,  D  vora  Punkte  A  durch  die  Geraden  v, 
EG  harmonisch  getrennt  sind,  so  gehl  (98)  die  Gerade  EG  und 
eben  so  auch  die  Geraile  FH  durch  den  Schnittpunkt  von  v  und 
BD.  Eben  so  ist  der  Schnittpunkt  von  EH  und  FG  zugleich 
der  Schniltpuukt  von  v  und  A  C.  Man  kann  hieraus  ferner  schlies- 
scn,  das»  die  Gerade  v  von  je  zwei  Gegenseiten  des  vollständigen 
Vierecks  in  zwei  Punkten  geschnitten  wird,  welche  in  Hinsicht  auf 
die  Curve  vj  einander  conjugirt  sind,  und  dass  die  drei  Geraden 
EF,  GH,  IK  in  einem  und  demselben  Punkte  sich  schneiden, 
welcher  nämlich  der  Pol  der  Gerailen  v  in  Hinsicht  auf  die  Curve 
vj  ist. 


§.     2:?. 
Aiif^tabeu  vom  zweiten  Grade. 

304.  NVenn  irgend  eine  Curve  H.  Ordnung  gegeben  ist,  $0 
kann  man  n>it  Hilfe  derselben  leicbt  finden,  oh  und  welche  Ele« 
inente  zwei  projektiv ischc  einförmige  Gruudgebiide,  welche  in  ei- 
ner und  derselben  Geraden  liegen,  oder  eine  gemeinschaftliche 
Axe  haben,  oder  concentrisch  sind  untl  in  einerlei  Ebene  liegen, 
entsprechend  gemein  haben,  vorau:»gesetzt ,  dass  zu  drei  Elemen- 
ten des  einen  Gebildes  die  homologen  Elemente  des  andern  gege- 
ben sind. 

Haben  z.  B.  zwei  projektiv'sche  StrahlenVuschel,  welche  mit 
der  gegebenen  Curve  in  einerlei  Ebtne  liegen,  einen  Punkt  M 
der  Curve  zum  gemeinschaftlichen  Mitteljmnkt ,  aus  welchem  drei 
Strahlen  des  einen  Büschel»  «He  Punkte  A ,  B ,  C  und  die  ihnen 
entsprechenden  Strahlen  des  andern  Bi'K^chels  <lie  Punkte  Ai,  Bi,Ci 
der  Curve  projiciren,  so  darf  man  nur  (270)  suchen,  ob  und  wel- 
che Pimktc  die  gegebene  Curve  mit  der  Geraden  h  gemein  hat, 
die  den  Schnittpunkt  von  ABi  und  Ai  B  mit  dem  Schnittpunkte 
von  ACi  und  AiC  verbindet.  Liegen  zwei  projcktivische  gerade 
Gebilde  in  einer  und  derselben  Geraden    und    mit    der    gegebenen 
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Curve  in  einerlei  Ebene,  so  darf  man  nur,  um  diesen  Fall  auf 
den  vorigen  zurückzuführen,  die  beiden  geraden  Gebilde  (drei 
Punkte  des  einen  und  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  des  an- 
dern) aus  einem  und  demselben  Punkte  der  Curve  projiciren. 
Eben  so  kann  jeder  andere  Fall  durch  Projiciren  und  Schneiden 
auf  den  zuerst  betrachteten  zurückgeführt  werden. 

Wenn  die  einförmigen  Gebilde  involulorisch  liegen  und  also 
nach  den  Ordnungselementcn  eines  involutorischen  einförmigen 
Gebildes  gefragt  wird,  so  sind  schon  durch  zwei  Elementenpaare 
aai,  bbi  zu  drei  Elementen  a,  b,  ai  des  einen  Gebildes  die  ho- 
mologen Elemente  ai,  bi ,  a  des  andern  gegeben.  Die  oben  er- 
wähnte Gerade  h  ist  alsdann  die  Polare  des  Punktes,  in  welchem 
die  Geraden  AAi,  B  Bi  sich  schneiden. 


305.  Es  sind  in  einer  Ebene 
fünf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E, 
von  welchen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  und  eine  Ge- 
rade u  gegeben,  welche  durch 
keinen  der  fünf  Punkte  geht; 
man  soll  die  Punkte  finden,  wel- 
che diese  Gerade  mit  der  durch 
die  fünf  gegebenen  Punkte  be- 
stimmten Curve  II.  Ordnung  s 
gemein  hat. 


Es  sind  in  einer  Ebene  fünf 
Gerade,  von  welchen  keine  drei 
in  einem  Punkte  sich  schnei- 
den ,  und  ein  Strahlenbüschel 
erster  Ordnung  gegeben,  dessen 
Mittelpunkt  in  keiner  der  fünf 
Geraden  liegt;  man  soll  die 
Strahlen  finden,  welche  dieser 
Büschel  mit  dem  durch  die  fünf 
gegebenen  Geraden  bestimmten 
Strahlenbüschel  II.  Ordnung  ge- 


mein hat. 

Man  beziehe  die  Strahlenbüschel  A ,  B  projektivisch  so  auf- 
einander, dass  den  Strahlen  AC,  AD,  AE  des  eiuen  die  Strah- 
len BC,  BD,  BE  des  andern  entsprechen,  so  werden  diese  Bü- 
schel von  der  Geraden  u  in  zwei  zu  einander  projektivischen  ge- 
raden Gebilden  geschnitten,  welche,  wenn  die  Curve  s  und  die 
Gerade  u  sich  schneiden,  diese  Schnittpunkte  entsprechend  ge- 
mein haben.  Haben  die  geraden  Gebilde  nur  einen  Punkt  ent- 
sprechend gemein ,  so  wird  in  ihm  die  Curve  von  der  Geraden  u 
berührt.  Wenn  aber  die  geraden  Gebilde  keinen  Punkt  entspre- 
chend gemein  haben,  &o  hat  auch  die  Gerade  u  mit  der  Curve 
keinen  Punkt  gemein.  Wären  statt  der  fünf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E 
fünf  Tangenten  der  Curve  8  gegeben,  lo   dürfte   man   nur   (260) 

12* 
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tnn  <\re\  Tangenten  a,  b,  c   die  neruhning«punktc  A,  D,  C   lu- 
chrn    und   alsdann   die  Büschel  A ,  l\    projektivisch  so  aufeinander 
bctichen,  <ln!»«  den  Strahlen  a,  AB,  AC  de«  erstem  ilie  Strahlen 
BA,   b,    BC    des   letztern    entsprechen.      Ein    anderes   Verfahren, 
die  obige  Aufgabe  auf  304  zurückzuführen,  besteht  in  Folgendem: 
Es    seycn  M,  N    die    Spuren    der    Geraden    AB,  AC    in    der 
Geraden  u.     Man    suche    (2C0)    den  Punkt  F    der  Curve  s»   wel- 
cher aus  dem  Punkte  C  durch  die  Gerade  CM  projicirt  ifird,  so 
ist    die    Gerade,    welche   den    Schnittpunkt   von  AF  und  BC    mit 
dem  Schnittpunkte    von  AC    und    BF    verbindet,    die    Polare    des 
Punktes  M  und  mithin  ihre  Spur  Mi  in  der  Geraden  u  dem  Punkte 
M   coujugirt.     Sucht    man    auf   diese   Weise    auch    den    Punkt    Ni 
der  Geraden  u,    welcher  dem  Punkte  N    conjugirt  ist,    so   kommt 
es  aUdnnn  nur  daraiif   an,    ob    die    Punkte  N,  Ni    in    einer    und 
derselben  Strecke  MMi   liegen,    oder    ob    der  Punkt  Ni    mit  dem 
Punkte  Ml  zusammenfallt,    oder  ob  die  Punkte  N,  Ni    durch  die 
Punkte  M,  Mi   getrennt  sind.     Im  ersten  Falle  schneiden  sich  die 
Curve  s   und   die   Gerade  u  in   Aon   Punkten,   welche  sowohl  durch 
die  Punkte  M,  Mi   als  auch   durch  die  Punkte  N,  Ni  harmonisch 
getrennt    und    also    die  Ordnung^[)iinkte  des  involutorischen  gera- 
«len  Gebildes  u    sind.      Im    zweiten   Falle    haben    die    Curve  s    und 
die  Gerade  u  nur  den  Punkt  Mi ,   im   dritten  Falle  aber  gar  kei- 
nen Punkt  mit  einander  gemein. 

300.  Eine  Gerade  zu  finden,  welche  vier  gegebene  Gerade  a,  b, 
c,  d,  von  welchen   keine   zwei   in  ein»'rlei  Eljene  lii-gon,  schneitle. 

M.ui  |)rojicire  das  gerade  Gebilde  c  sowohl  aus  der  Axe  a 
als  auch  aus  der  Axe  b  auf  die  Gerade  d,  so  erhält  man  zwei 
projektiviäche  gerade  Gebilde,  welche  in  einer  und  tlerselben  Ge- 
raden d  liegen.  Haben  diese  Gebible  drei  Punkte  und  also  alle 
ihre  Punkte  entsprechend  gemein,  so  giebt  es  durch  jeden  Punkt 
der  Geraden  d  eine  Gerade,  welche  die  vier  gegebenen  Geraden 
schneidet.  Ist  aber  diess  nicht  der  Fall,  so  ist  die  Aufgabe  auf 
304   zurückgeführt. 

307.  In  n  gegebenen  Geraden  aj ,  aj ,  83,  a|,...an,  von 
welchen  jede  folgende  die  vorhergehende,  die  letzte  aber  auch  die 
er.-te  schneidet,  n  Punkte  Pj  ,  P2,  P3,  P4,...Pn  zu  finden,  so 
ddss    die    n  Geraden    PiP,,  PjPj,  PaPij.-.PnPi    der    Ordnung 
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nach  durch  n  gegebene  Punkte  Ci,  Cj,  C3,...Cn  geben.  Ei 
wird  hiebei  vorausgesetzt,  dass  der  Punkt  Ci  in  der  Ebene  aj  »2» 
aber  in  keiner  von  den  beiden  Geraden  «i,  a^  liege,  dass  man 
also  das  gerade  Gebilde  ai  aus  dem  Punkte  Ci  auf  die  Gerade 
32,  eben  lü  das  gerade  Gebilde  32  (die  Projektion  von  ai)  au» 
dem  Punkte  C2  auf  die  Gerade  33,  <las  gerade  Gebilde  83  aus 
dem  Punkte  C3  auf  die  Gerade  a4  u.  ».  w.  und  das  gerade  Ge- 
bilde an  aus  dem  Punkte  Cn  auf  die  Gerade  ai  projiciren  könne. 
Man  erhält  alsdann  n-|-  l  zu  einander  projektivische  gerade  Ge- 
bilde, von  welchen  jedes  folgende  eine  Projektion  des  vorherge- 
henden ist,  das  letzte  aber  mit  <lem  ersten  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegt,  Haben  nun  diese  beiden  Gebilde  drei  Punkte  und 
also  alle  ihre  Punkte  entsprechend  gemein,  so  kann  jeiler  Punkt 
der  Geraden  ai  der  Punkt  Pi-  «evn.  Ist  aber  diess  nicht  der  Fall, 
fo  ist  die  Aufgabe  auf  304  zuriickgeführt.  Wenn  die  gegebenen 
Geraden  die  Seiten  eines  n  Ecks  sind,  so  kann  die  Aufgabe  auch 
80  ausgesprochen  werden: 

In    ein    gegebenes    n  Eck    ein    n  Eck    zu    beschreiben,    dessea 
Seiten  der  Ordnung  nach   durch  n  gegebene  Punkte  gehen. 


Lm  eine  gegebene  Curve  IT. 
Ordnimg  ein  nEck  zu  beschrei- 
ben, dessen  Eckpiiiikte  der  Ord- 
nung nach  in  n  gegebenen  Ge- 
raden liegen,  von  welchen  keine 
die  gegebene  Curve  berührt. 


308.  In  eine  gegebene  Curve 
II.  Ordnung  s  ein  nEck  zu  be- 
schreiben, dessen  Seiten  der 
Ordnung  nach  durch  n  gege- 
bene Punkte  Qi,  Q2,  Q3,...Qn 
gehen,  von  welchen  keiner  in 
der  gegebenen  Curve  liegt. 

Nennt  man  n-(-l  Punkte  Pi ,  P2,  P3,  P4,...Pn,  Pn-fi  tler 
Curve  8  einander  entsprechend,  wenn  die  Geraden  P1P2»  P2  ^3» 
P3  Pj , . . .  Pn  Pn-f-i  tier  Ordnung  nach  durch  die  Punkte  Qi,  Q2, 
Q3,'.«Qn  gehen,  so  hat  man  n-|-l  ebene  Systeme  projektivisch 
80  aufeinander  bezogen,  dass  alle  die  Curve  s  entsprechend  ge- 
mein haben  und  jedes  folgeude  mit  dem  vorhergehenden  involulo- 
risch  liegt.  Wenn  nun  das  erste  und  letzte  tlrci  Punkte  der 
Curve  8  und  also  alle  ihre  Punkte  entsprechend  gemein  babeo, 
io  lässt  die  Aufgabe  unendlich  viele  Auliösungca  zu.  Ist  aber 
diess  nicht  der  Fall,  so  6ndet  mau  auf  die  in  270  angegebene 
Wei.»e,    indem    man   nämlich   zu   drei    in   der  Curve  s  befindlichen 
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Pilukten  Ai,  Bi,  Ci  «les  ersten  Systems  die  homologen  Punkte 
A„^{,  ^n-f-l)  ^n+l  des  letzten  sucht  und  aUdnnn  den  Schnitt- 
ptinkt  von  AiHn-fi  und  An-j-i  Bi  mit  dem  Schnittpunkte  von  Ai 
<\-l_i  und  An-j-iCi  <lurch  eine  Gerade  h  verbindet,  ob  und  ^rel- 
che  Punkte  der  Curve  s  das  erste  und  letzte  System  entsprechend 
gemein  haben. 

309.  Es  sind  zwei  involutoriscljc  einförmige  Gebilde  gegeben, 
welche  entweder  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  oder 
conceiitrisch  sind  und  in  einerlei  Ebene  liegen,  oder  eine  gemein- 
^cll;iflliche  Axc  haben;  man  soll  zwei  Elemente  finden,  welche  in 
jedem  der  beiden  Gebilde  einander  zugeordnet  sind. 

Man  nenne  drei  Elemente  V,  Vi,  Vj  einander  entsprechend, 
wenn  in  dem  einen  involutorischen  Gebilde  dem  Elemente  V  das 
Element  \i  und  im  andern  dem  Elemente  V  das  Element  V2  zu- 
geordnet ist,  so  hat  man  offenbar  drei  projektivische  Gebilde  v, 
^'i>  ^'2>  von  welchen  das  erste  mit  jedem  der  beiden  übrigen  in- 
voliitorisch  liegt,  daher  es  nur  darauf  ankomnit,  die  Elemente  zu 
finden,  welche  die  Gebilde  vi ,  vj  entsprechend   gemein  haben. 

Ist    irgend    eine  Curve    II.   Ordnung    gegeben  ,    so    kann    man 
ferner    annehmen,     dass     die    gegebenen     involutorischen     Gebilde 
Strahlenbiischel  sind,     welche    einen  Punkt  M  der  Curve  zum  ge- 
meiuschiiftlichen  ]Mittel[)unkt  haben   und  mit    ihr    in    einerlei  Ebene 
liegen,    indem   auf  diesen  Fall  (wie  in   304)  jeder  andere  Fall  zu- 
rikkgefülirt  werden   kann.      Es   seyen   nun   in   dem   einen  involutori- 
schen  Biischel    den  Strahlen    MA,  MB,    welche    die  Punkte  A,  B 
der  Curve  projiciren,  die  Strahlen  MAi,  MBi  zugeordnet,  welche 
die    Punkte    Aj,    Bj    der    Curve    projiciren,    so    werden    (27N)    je 
zwei    Punkte    der    Curve,    welche    mit    dem    Schnittpunkte  H    von 
AAi    und    BBi    in    einer    Geraden    liegen,    durch    zwei    einander 
zugeorilnete  Strahlen  jenes  Büschels  projicirt.      Eben  so  findet  man 
einen    Punkt  J,    welcher    mit    je    zwei    Punkten   A,   A2    der  Curve, 
die  aus  dem   Punkte   M  durv^^h  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen 
des    andern    involutorischen    Büschels    projicirt    werden,    in    einer 
Geraden    liegt.      AV'enn    also    die    Gerade    HJ    die    Curve    in    zwei 
Punkten  P,  Q  schneidet,  so  sind  die  Strahlen   MP,  MQ   in  jedem 
der    beiden    involutorischen    Büschel     einander     zugeordnet.      \Vir«l 
aber   die  Curve  von   der  Geraden  HJ   nur  in   einem   Punkte  P   be- 
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rührt,  80  liahen  die  involiitorischen  Büschel  einen  Ordnungsstrahl 
MP  mit  einander  gemein.  Wenn  endlich  die  Gerade  HJ  mit  der 
Curve  gar  keinen  Punkt  gemein  hat,  so  giebt  es  auch  kein  Element, 
welches  in  beiden  involutorischen  Gebilden  sich  selbst  oder  einem 
und  «lemselben  andern  Elemente  zugeordnet  ist.  Dieser  Fall  fin- 
det oflenbar  nur  dann  Statt,  wenn  jedes  von  den  beiden  involu- 
torischen Gebilden  zwei  Ordnungselemente  hat,  und  i'iberdiesa  die 
Ordnungseiemeute  des  einen  durch  die  Ordnungselemente  des  an- 
dern getrennt  sind. 

310.  Es  sind  in  einer  Ebene  ein  involutorischer  Strahlcnbü- 
schel  und  ein  involutorisches  gerades  Gebilde  u  gegeben ,  welches 
aber  weder  durch  den  Mittelpunkt  des  Biischels  geht,  noch  ein 
Schnitt  desselben  ist;  man  soll  in  dem  geraden  Gebilde  zwei  ein- 
ander zugeordnete  Punkte  finden ,  welche  in  zwei  einander  zuge- 
ordneten Strahlen  des  Büschels  liegen. 

Um  diese  Aufgabe  auf  <lie  vorige  zurückzuführen,  darf  mau 
nur  entweder  das  gerade  Gebilde  aus  dem  Mittelpunkte  des  Bü- 
schels projiciren  oder  den  Schnitt  «les  Biischels  mit  der  Geraden  u 
in  Betrachtung  ziehen.  Wenn  das  eine  von  den  beiden  involuto- 
rischen Gebilden  zwei  Ordnungselemente  hat  und  diese  gegeben 
sind,  80  kann  die  obige  Aufgabe,  in  welcher  statt  des  Strahlen - 
büschels  auch  ein  Ebenenbüschel  gegeben  seyn  kann,  dessen  Are 
das  gerade  Gebilde  nicht  schneidet,  anders  ausgesprochen  wer- 
den.    Z.  ß. 

In  einem  gegebenen  involutorischen  Ebcnenbüschel  zwei  ein- 
ander zugeordnete  Ebenen  zu  finden ,  welche  durch  zwei  gege- 
bene Punkte,  die  mit  der  Axe  des  Büschels  nicht  in  einerlei  Ebene 
liegen,  harmonisch  getrennt  sind. 


311.  Um  ein  gegebenes  Vier- 
eck, welches  lauter  aussprin- 
gende Winkel  hat,  eine  Curve 
11.  Ordnung  zu  beschreiben,  wel- 
che eine  gegebene  Gerade,  die 
mit  dem  Umfange  des  Vierecks 
keinen  Punkt  gemein  bat,  be- 
rühre.    299. 

312.  Durch  ein  Dreieck  ABC 


In  ein  gegebenes  Viereck,  wel- 
ches lauter  ausspringende  Win- 
kel hat,  eine  Curve  II.  Ordnung 
zu  beschreiben ,  welche  durch 
einen  innerhalb  des  Vierecks 
gegebenen  Punkt  gehe. 


Durch   ein  Dreieck  und   zwei 
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und  zwei  Punkte  D,  E,  welche 
vom  Umfange  desselben  einge- 
i>chlo:isen  ^iiid,  aber  mit  keiueui 
der  drei  Eckpunkte  in  einer  und 
derselben  Geraden  liegen,  ist 
ein  vollständige*  Viereck  be- 
stimmt, von  dessen  sechs  Seiten 
je  zwei  einander  gegenüberlie- 
gende sowohl  durch  zwei  Seiten 
des  Dreiecks  als  auch  durch  die 
beiden  gegebenen  Punkte  har- 
monisch  getrennt  sind. 


▼on  seinem  Umfange  ausgeschlos- 
sene  Gerade,  deren  Schnittpunkt 
nicht  mit  zwei  Eckpunkten  des 
Dreiecks  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegt,  ist  ein  vollstän- 
diges "Vierseit  bestimmt,  von 
dessen  sechs  Eckpunkten  je  zwei 
einander  gegenüberliegende  so- 
wohl durch  zwei  Eckpunkte  des 
Dreiecks  als  auch  durch  die  bei- 
den gegebenen  Geraden  harmo- 
nisch  getrennt  sind. 


Nach  310  enthält  der  Strahlenbüschel  A  zwei  Strahlen  p,  pi, 
welche  sowohl  durch  tlie  Geraden  AB,  AC  als  auch  durch  die 
Punkte  D,  £  harmonisch  getrennt  sind.  Eben  so  kann  man  in  dem 
Büschel  B  zwei  Strahlen  q,  qi  finden,  welche  sowohl  durch  die 
Geraden  BA,  BC  als  auch  durch  die  Punkte  D,  E  harmonisch 
getrennt  sind.  Bezeichnet  man  nun  die  Punkte  pq,  piqi,  pqi, 
piq  durch  M,  N,  S,  T,  so  sind  A(BMCN),  B(AMCN)  zwei 
harmonische  und  also  auch  zu  einander  projektivische  Strahlenbü- 
schel, welche  den  Strahl  AB  gemein  haben,  daher  die  Punkte 
-M,  C,  N  in  einer  Geraden  liegen.  Eben  so  lässt  sich  beweisen, 
dass  die  Gerade  ST  durch  den  Punkt  C  geht.  Dass  aber  die 
Seiten  MN,  ST  des  vollständigen  Vierecks  sowohl  durch  die  Ge- 
raden CA,  C  B  als  auch  durch  die  Punkle  D ,  E  harmonisch  ge- 
trennt sind  ,  folgt  aus  99  und  223. 

Anm.  Würde  die  Gerade  DE  durch  den  Punkt  C  gehen,  so  würde 
eine  von  den  Gerudeu  M  N ,  ST  mit  der  Geraden  D  E  zusaiu- 
iiieulallcu. 


313.  In  ein  gegebenes  Drei- 
eck ABC  eine  Curve  11.  Ord- 
nung zu  beschreiben ,  welche 
durch  zwei  iimerhaib  des  Drei- 
ecks gegebene  Punkte  D,  E  gehe. 


Um  ein  gegebenes  Dreieck 
eine  Curve  11.  Ordnung  zu  be- 
schreiben, welche  zwei  gegebene, 
Vom  Umfange  des  Dreiecks  aus- 
geschlossene  Gerade  berühre. 


Geht  die  Gerade  DE  durch  keinen  Eckpunkt  des  Dreiecks 
ABC,  so  fuhrt  jeder  von  den  vier  Eckpunkten  des  im  Vorigen 
belrachtcieu    Vierecks    MNST    (als    Pol    der   Geraden  DE)    auf 
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eine  Auflösung  der  Aufgabe.  Beschreibt  man  z.  B.  eine  Curve 
11.  Ordnung,  welche  die  Geraden  MD,  ME  in  den  Punkten  D,  E 
und  überdiess  auch  die  Gerade  AB  berührt,  so  ist  in  Hinsicht 
auf  dieselbe  der  Schnittpunkt  der  Geraden  AN,  DE,  welcher  vom 
Schnittpunkte  der  Geraden  AM,  DE  durch  die  Punkte  D,  E  har- 
monisch getrennt  ist,  der  Pol  der  Geraden  AM  und  folglich  die 
Gerade  AM  der  Geraden  AN  conjiigirt.  Da  aber  diese  Linien 
durch  die  Seiten  AB,  AC  des  Dreiecks  ABC  harmonisch  ge- 
trennt sind  und  die  Curve  die  Seite  AB  berührt,  so  muss  sie 
auch  die  Seite  AC  und  eben  so  die  Seite  BC  berühren.  Geht 
die  Gerade  DE  durch  einen  Eckpunkt  lies  Dreiecks  ABC,  so 
lässt  die  Aufgabe  nur   zwei  Auflösungen  zu. 

314.  Es  sind  in  einer  Ebene  ein  Dreieck  ABC  und  ein  in- 
volutorisches  gerades  Gebilde  u  gegeben,  welches  von  den  Seiten 
AB,  AC,  BC  des  Dreiecks  in  drei  Punkten  P,  Q,  R  g»  schnit- 
ten wird,  deren  keiner  sich  selbst  zugeordnet  ist;  man  soll  durch 
die  Eckpunkte  tles  gegebenen  Dreiecks  eine  Curve  H.  Ordnung 
legen,  so  dass  je  zwei  einander  zugeordnete  Punkte  des  involuto- 
riscben  geraden  Gebildes  in  Hinsicht  auf  dieselbe  einander  conju« 
girt  sind. 

Mao  projicire  den  Punkt  P2 ,  welcher  vom  Punkte  P  durch 
die  Punkte  A,  B  harmonisch  getrennt  ist,  aus  dem  Punkte  R  auf 
die  Gerade  AC  und  aus  dem  Punkte  Q  auf  die  Gerade  BC,  so 
erhält  man  noch  zwei  harmonische  gerade  Gebilde  A  Q  C  Q2, 
BRCR2,  daher  auch  R2  eine  Projektion  von  Q2  aus  dem  Punkte 
P  ist.  Es  seyen  ferner  in  dem  involutorischen  geraden  Gebilde  u 
den  Punkten  P,  Q,  R,  welche  die  Spuren  der  Geraden  Q2R2» 
P2R2>  P2Q2  sind»  die  Punkte  Pi,Qi,  Ri  zugeordnet,  so  schnei- 
den sich  (222)  die  drei  Geraden  P1P2,  Q1Q2»  R1R2  »n  einem 
Punkte  M,  welcher  in  keiner  Seite  des  Dreiecks  ABC  liegt,  da- 
her die  Gerade  u  von  den  Geraden  MA,  MB,  MC  in  drei  Punk- 
ten Ai,  Bi,  Ci  geschnitten  wird,  von  welchen  keiner,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  sich  selbst  zugeordnet  ist.  Würde  nämlich 
der  Punkt  Ai  mit  dem  ihm  zugeordneten  Punkte  A2  zusammen- 
fallen, so  müsstc  auch,  da  AiPBiPi  (als  Projektion  von  APßP2) 
ein  harmonisches  Gebilde  ist,  der  Punkt  Bi  und  eben  so  der 
Funkt  C;    sich   selbst    zugeordnet    scyn,    was    nicht   möglich    ist. 
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Wfnn  nun  den  Punkten  P,  Q,  R,  A  ilie  Gerudcn  M  P| ,  MQ|, 
MRi,  AAj  zugenninet  werden,  «o  erhält  mitn  (240)  ein  Polnr- 
»ystem,  dessen  Onlnungscurve  die  Gerade  AAj  im  Punkte  A  be- 
rührt, aber  auch,  weil  dieser  Punkt  vom  Punkte  B  durch  die 
einander  conjtigirten  Punkte  P,  Pj  harmonisch  getrennt  ist,  durch 
don  Punkt  B  und  eben  so  durch  den   Punkt  C  geht. 

Man  betrachtet  eine  Curve  II.  Ordnung  als  gefunden,  wena 
man  das  Polarsystcm  gefunden  hat,  von  welchem  sie  die  Ord- 
nimgscurve  ist.  Die  obige  Aufgabe  ist  hiernach  eine  Aufgabe  vom 
ersten  Grade,  die  aber  desshalb  hier  aufgenommen  worden  ist, 
um  einige  Bemerkungen  über  imaginäre  Elemente  daranknüpf^u 
zu   kramen. 

315.  U  enn  in  einem  Satze  zwei  Elemente  als  Ordnungsele- 
mente eines  involutorischen  Gebildes  erscheinen  ,  so  kann  derselbe 
in  «Icr  Regel  dadurch  allgemeiner  aufgefasst  werilen ,  dass  mau 
von  der  Voraussetzung,  das  iiivolntorische  Gebilde  hübe  zwei  Ord- 
nurigscleniente,  abstrahirt.  Um  hieran  zu  erinnern,  sagt  man  von 
einem  inM>lutorischcn  einförmigen  Gebilde,  in  welchem  kein  (reel- 
les) Element  sich  selbst  zugeordnet  ist,  dass  seine  Ordnimgsele- 
niente  imaginär  seyen. 


Eine  Geratle  und  eine  Curve 
II.  Ordnung,  welche  in  einerlei 
Ebene  liegen,  aber  keinen  (reel- 
len) Punkt  mit  einaniler  gemein 
haben ,  schneiden  sich  in  zwei 
imaginären  Punkten,  die  gege- 
ben heissen,  wenn  in  der  Ge- 
raden zu  irgend  zwei  in  Hin- 
sicht auf  die  Curve  einander 
iiicht  conjugirten  Punkten  die 
üinen  conjugirten  Punkte  gege- 
ben sind. 


Ein  Strahlonbüschel ,  dessen 
Mittel[)unkt  von  einer  in  dersel- 
ben Ebene  befmdlichen  Curve 
II.  Ordnung  eingeschlossen  ist, 
hat  mit  dem  «lieser  Curve  sich 
anschunogonden  Strahlenbüschel 
zwei  imaginäre  Strahlen  gemein, 
welche  gegeben  heissen ,  wenn 
in  dem  erstem  Büschel  zu  zwei 
in  Hinsicht  auf  die  Curve  ein- 
ander nicht  conjugirten  Strahlen 
die    ihnen    conjugirten    Strahlen 


gegeben   sind. 

In  der  vorigen  Aufgabe  sind,  wenn  das  involutorische  gerade 
Gebilde  keine  (rCv^-llen)  Ordnungselemente  hat,  von  der  gesuchten 
Curve  drei  reelle  und  zwei  imaginäre  Punkte  gegeben.  Die  rc- 
ci)»roke  Aufgabe,    in    welcher    von    einer    Curve    II.   Ordnung    drei 
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reelle  und  zwei  imjginäre  Tangenten  gegeben  sind ,  kann  man, 
wenn  der  Ausdruck  „imaginär"  vermieden  werden  soll,  so  aus- 
sprechen : 

Es  sind  in  einer  Ebene  ein  involutorischcr  Strahlcnbuschel, 
in  welchem  kein  Strahl  sich  selbst  conjiigirt  ist,  und  ein  Dreieck 
gegeben,  von  dessen  drei  Seiten  keine  durch  den  Mittclpimkt  des 
Büschels  geht;  man  soll  eine  Curve  11.  Ordnung  finden,  welche 
die  drei  Seiten  des  Dreiecks  berühre,  so  «lass  iiberdiess  je  zwei 
einander  zugeordnete  Strahlen  des  gegebenen  involutorischen  Strah- 
lenbiischels  in  Hinsicht  auf  die  Curve  einander  conjugirt  seyen. 


316.  Eine  Curve  II.  Ordnung 
zu  finden,  welche  die  drei  Sei- 
ten eines  gegebenen  Dreiecks 
ABC  beri'ihre  und  durch  zwei 
gegebene  imaginäre  Punkte  gehe, 
die  in  keiner  Seite  des  Drei- 
ecks, aber  mit  ihm  in  einerlei 
Ebene  liegen. 


Eine  Curve  11.  Ordnung  zu 
finden,  welche  durch  die  drei 
Eckpunkte  eines  gegebenen  Drei- 
ecks gehe  und  zwei  gegebene 
imaginäre  Gera<lc  berühre,  die 
in  keinem  Eckpunkte  des  Drei- 
ecks sich  schneiden,  aber  mit 
ihm  in  einerlei   Ebene  liegen. 


Es  seyen  in  dem  involutorischen  geraden  GebiUle  u,  dessen 
Ordntmgspunkte  die  gegebenen  imaginären  Punkte  sind,  den  Spu- 
ren P,  Q  der  Geraden  AB,  AC  ilie  Punkte  Pi,  Qi  zugeordnet. 
Es  sey  ferner  (312),  wenn  die  Gerade  u  durch  keinen  Eckpunkt 
des  gegebenen  Dreiecks  geht,  MNST  das  vollständige  Viereck, 
von  dessen  sechs  Seiten  je  zwei  einander  gegenüberliegende  durch 
zwei  Seiten  <les  Dreiecks  harmonisch  getrennt  sind  und  die  Gerade  ii 
in  zwei  einander  zugeordneten  Punkten  schneiden.  Wenn  n«m  Pj 
der  Schnittpunkt  von  AB  und  MPi  ist  und  den  Punkten  P,  Pi, 
Q,  P2  die  geraden  MPi,  MP,  MQi,  AB  zugeordnet  werden, 
80  ist  dadurch  (240)  ein  Polarsystem  bestimmt,  dessen  Ordnungs- 
curve  die  Gerade  u  in  den  gegebenen  imaginären  Punkten  schnei- 
det und  die  Gerade  A  B  im  Punkte  P2  berührt.  Da  aber  die 
Geraden  BM,  BN  die  Gerade  u  in  conjugirten  Punkten  schnei- 
den, mithin  der  Schnittpunkt  von  BN  und  u  der  Pol  der  Gera- 
den BM  ist,  folglich  die  Geraden  BM,  BN  einander  conjugirt 
und  iiberdiess  nach  der  Construktion  durch  die  Geraden  BA, 
BC  harmonisch  getrennt  sind,  so  berührt  die  Curve  auch  die 
Gerade  BC  und  eben  so  auch  die  Gerade  AC.  —     Eben  »o  führt 
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jetlcr  andere  Eckpunkt  de«  ToUständigen  Viereck«  MNST  auf 
eine  Auflösung  der  Aufgabe.  Geht  aber  die  Gerade  u  durch  ei- 
nen Eckpunkt  des  Dreiecks  ABC,  so  lässt  die  Aufgabe  nur  zwei 
Auflösungen  zu. 


317.  Durch  eine  Curvc  II. 
Ordnung  s  und  ein  in  dersel- 
ben Ebene  befindliches  Dreieck 
ABC,  \on  dessen  drei  Seiten 
keine  die  Curve  berührt,  auch 
keine  zwei  durch  zwei  Tangen- 
ten der  Curve  getrennt  sind, 
ist  ein  vollständiges  Viereck  be- 
stimmt, von  dessen  sechs  Sei- 
ten je  zwei  einander  gegenüber- 
liegende durch  zwei  Seiten- des 
Dreiecks  harmonisch  getrennt 
und  in  Hinsicht  auf  die  Curvc 
einander  conjugirt  sind.  Jeder 
Eckpimkt  dieses  ^  ierecks ,  in 
welchem  zwei  Tangenten  der 
Curvc,  deren  keine  durch  einen 
Eckpunkt  des  Dreiecks  geht, 
»ich  schneiden,  führt  auf  eine 
Aullösung  der  Aufgabe: 

Eine  Curve  11.  Ordnung  zu 
finden,  welche  die  gegebene 
Curve  in  zwei  Punkten  und 
überdicss  die  drei  Seiten  des 
gegebenen   Dreiecks  berühre. 

Der  Strahleubüschel  A  enthält  zwei  Strahlen  p,  pi,  welche 
durch  die  Ger:iden  AB,  AC  harmonisch  getrennt  und  in  Hinsicht 
auf  die  Curve  s  einander  conjugirt  sind.  Eben  so  kann  man  iu 
dein  Büschel  B  zwei  Strahlen  q,  (]i  finden,  welche  durch  die  Ge- 
raden BA,  BC  harmonisch  getrennt  und  in  Hinsicht  auf  die 
Curve  »  einander  conjugirt  sintl.  Bezeichnet  man  also  die  Punkte 
l>pi)  IMMi,  l>fli>  l>i^  durch  M,  N,  S,  T,  so  sind  (IU2)  die  Gc- 
radeo  MN,  ST  durch  die  Geraden  CA,  CB  harmonisch  getrennt 


Durch  eine  Cnrve  II.  Ord- 
nung  und  ein  in  derselben  Ebene 
befindliches  Dreieck,  von  des- 
sen drei  Eckpunkten  keiner  in 
der  Curve  liegt,  auch  keine  zwei 
durch  die  Curve  getrennt  sind, 
ist  ein  vollständiges  Vierseit  be- 
stimmt, von  dessen  sechs  Eck- 
punkten je  zwei  einander  gegen- 
überliegende durch  zwei  Eck- 
punkte des  Dreiecks  harmonisch 
getrennt  und  iu  Hinsicht  auf 
die  Curve  einander  conjugirt 
sind.  Jede  Seite  dieses  Vier- 
seits,  welche  die  Curve  in  zwei 
Pimkten  schneidet,  deren  kei» 
ner  iu  einer  Seite  des  Dreieck« 
liegt,  führt  auf  eine  Auflösung 
der  Aufgabe; 

Eine  Curve  II.  Ordnung  zu 
finden,  welche  die  gegebene 
Curve  in  zwei  Punkten  berühre 
und  durch  die  drei  Eckpunkte 
de»  gegebenen  Dreiecks  gehe. 


189 

und  (244)  in  Hinsicht  auf  die  Ciirve  «  einander  conjngirt.  Wenn 
nun  die  Polare  Mi  des  Punktes  M  die  Gerade  AB  in  einem  Punkte 
schneidet,  welcher  nicht  in  der  Curve  8  liegt,  so  giebt  es  (2Sflj 
eine  Curve  II.  Ordnung  k,  welche  die  Gerade  AB  berührt  und 
die  Bedingung  erfüllt,  dass  die  Polare  eines  jeden  in  der  Gera- 
den Ml  befindlichen  Punktes  in  Hinsicht  auf  beide  Curven  <lie- 
«clbe  sey.  Da  hiernach  die  Geraden  AM,  AN  auch  in  Hinsicht 
auf  die  Curve  k  einander  conjugirt  und  iibcrdiess  durch  die  Ge- 
raden AB,  AC  harmonisch  getrennt  sind,  so  beriihri  die  Curve  k 
auch  die  Gerade  AC  und  eben  so  auch  die  Gerade  B  C. 

Wird  die  Curve  s  von  der  Geraden  Mi  in  zwei  (reellen) 
Punkten  D,  E  geschnitten,  so  berühren  sich  die  Curven  s,  k  in 
diesen  Punkten,  daher  auch  keiner  derselben  in  einer  Seite  {\es 
Dreiecks  ABC  liegt.  Geht  die  Gerade  Mi  durch  ihren  Pol  M, 
80  kann  man  sagen,  dass  die  beiden  Berührungspunkte  D,  E  mit 
dem  Punkte  M  xusamraenfallen.  Wenn  endlich  die  Gerade  Mi 
mit  der  Curve  s  keinen  Punkt  gemein  hat,  so  sagt  man,  dass 
die  Curven  s,  k  in  zwei  imaginären  Punkten  sich  berühren,  welche 
in  der  Geraden  Mi  liegen  und  aus  dem  Punkte  M  durch  zwei  ge- 
meinschaftliche imaginäre  Tangenten  der  beiden  Curven  projicirt 
werden» 

Aus  dem  Obigen  folgt  noch,  dass  die  Punkte  D,  E,  wenn 
irgend  eine  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  durch  keinen  derselben 
geht,  auch  ausserhalb  der  beiden  andern  Seiten  liegen.  Wenn 
aber  in  jeder  Seite  des  Dreiecks  ABC  wenigstens  einer  von  den 
beiden  Punkten  D^  E  liegt,  so  muss  wenigstens  einer  derselben 
mit  einem  Eckpunkte  des  Dreiecks  zusammenfallen,  so  dass  als- 
dann im  Punkte  M  swei  Tangenten  der  Curve  s  sich  schneiden, 
von  welchen  wenigstens  eine  durch  einen  Eckpunkt  des  Dreiecks 
ABC  geht.  In  diesem  Falle  besteht  der  Strahlenbüschel  II.  Ord- 
nung k,  welchem  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  und  die  bei- 
den Strahlen  MD,  ME  des  Strahlenbüschels  s  angehören  (deren 
Mittelpunkte  in  Hinsicht  auf  beide  Büschel  die  Punkte  D,  E  Biml), 
eui  zwei  Strahlenbüscheln  D,  E  erster  Ordnung. 
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§.     24. 

Polartysteme  im  Raaiue. 

318.     In    einem    räumlichen    Polarsysteme    ist   jedem    Punkte 
eine  Ebene,  jedem  ebenen  Systeme  ein  Strahlenbundel  zugeordnet, 
dessen  Strahlen    und  Ebenen    den  Geraden    und  Punkten  de«  ebe- 
nen Systems    zugeordnet    sind.      Jede  Ebene    wird    die  Polare    des 
ihr  zugeordneten  Punktes  und  dieser  der  Pol  jener  Ebene  genannt, 
so  dass  also    die   Polaren  von   allen  Punkten,    welche  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen,    ilurch    den  Pol  dieser  Ebene  gehen,    und 
die    Pule    von    allen    Ebenen,    welche    durch    einen    und    denselben 
Punkt    gehen,    in    der  Polare  dieses  Punktes  liegen.      Ist  der  Ge- 
raden a  die  Gerade  ai    zugeordnet,    so    ist  dem   geraden  GehiUle 
a  der   Ebenenbüschel    a  i    und    dem    Ebenenbüschel    a   tias    gerade 
GebiUle  ai  zugeordnet.      Da  hiernach  die  Polaren  von   allen  Punk- 
ten,   welche  in   der    einen  von  den  beiden  Geraden  liegen,    in  der 
andern    sich    schneiden,    so    heisst  auch  jede  von  den    beiden  Ge- 
raden die  Polare  <ler  andern. 

^^  enn  die  Pole  A,  B  von  zwei  Ebenen  Ai,Bi  in  der  Schnitt- 
linie Ai  Bi  ilerselben  liegen,  so  ist  diese  Gorade  sich  selbst  (der 
Geraden  A  B)  zugeordnet.  Ist  von  zwei  sich  schneidenden  Gera- 
den die  eine  «ler  andern  oder  jede  sich  selbst  zugeordnet,  so  ist 
ihr  Schnitt|>unkt  der  Pol  der  Ebene,  in  welcher  sie  liegen. 

319.  In  einem  räumlichen  Polars)steme  heissen  einander  con- 
jugirt: 

Zwei  Punkte,    wenn  der  eine 


und     also    jeder    in    der    Polare 
des   andern   liegt. 

Ein  Punkt  und  eine  Gerade, 
wenn  die  Gerade  in  der  Polare 
des  Punktes  und  also  der  Punkt 
in  der  Polare  der  Geraden  liegt. 


Zwei  Ebenen,  wenn  die  eine 
und  also  jede  durch  den  Pol 
der  andern   geht. 

Eine  Ebene  unti  eine  Geraile, 
wenn  die  Gerade  durch  den  Pol 
der  Ebene  und  also  die  Ebene 
durch    die  Polare    de*     Geraden 


geht. 

Es  ist  hiernach  ein  Punkt  ollen  Punkten  und  Geraden,  welche 
in  »einer  Polare  liegen,  eine  Ebene  allen  Ebenen  und  Geraden, 
welche  <lurch  ihren  Pol  gehen,  eine  Gerade  aber  allen  in  ihrer 
Polare  befmdlichcn  Punkten  und  allen  durch  ihre  Polare  gehenden 
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Ebenen  conjngirt.     Liegt  ein  Punkt  in  seiner  Polare,  «o  ist  jetles 
von  diesen  beiden   Elementen  auch  sich   selbst  conjngirt. 

320.  Zwei  Gerade  a,  b  sollen  in  einem  räumlichen  Polarsy- 
steme einander  conjngirt  heissen,  wenn  die  eine  und  also  jede  mit 
der  Polare  der  andern  in  einerlei  Ebene  liegt.  Ist  durch  die 
Gerade  a  und  die  Polare  bj  der  Geraden  b  eine  Ebene  abi  be- 
stimmt, so  schneiden  sich  die  Polare  ai  der  Geraden  a  und  die 
Gerade  b  im  Pole  jener  Ehene. 

Eine  Gerade  ist  hiernach  sich  selbst  conjngirt,  wenn  sie  ent- 
weder sich  selbst  zugeordnet  ist,  oder  ihre  Polare  schneidet. 
Schneidet  eine  sich  selbst  ztigeordnete  Gerade  c  die  eine  a  von 
zwei  einander  zugeordneten  Geraden  a,  ai,  so  muss  sie  auch  die 
andere  schneiden.  Der  Pol  der  Ebene  ca  muss  sowohl  in  der 
Geraden  c  als  auch  in  der  Geraden  ai  liegen. 

321.  Ein  räumliches  Polars) Stern  soll,  wenn  nicht  je<ler  Punkt 
sich  selbst  conjngirt  ist,  ein  gewöhnliche»  Polarsystem,  im  Falle 
aber  jeder  Punkt  in  seiner  Polare  liegt,  ein  N\ili?j?tem  genannt 
werden.  Wird  irgend  eine  Gerade  a  eines  Polarsjstems  von  ihrer 
Polare  ai  geschnitten,  so  ist  das  System  ein  gewöhnliches  Polar- 
ßystem.  Der  Punkt  aai  ist  nämlich  der  Pol  <ler  Ebene  aaj,  jeder 
andere  Punkt  P  der  Geraden  a  aber  der  Pol  von  einer  andern 
durch  die  Gerade  ai  gehenden  Ebene,  welche  also  nicht  durch 
den  Punkt  P  geht. 

In  einem  Nullsysteme  hat  jeder  Strahlenbiindel  S  mit  dem 
ihm  zugeordneten  ebenen  Systeme  U  einen  Strahlenbnschel  ent- 
sprechend gemein.  Jede  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  S  geht 
und  in  der  Ebene  U  Hegt,  fällt  mit  ihrer  Polare,  da  diese  eben- 
falls in  der  Ebene  U  liegt  und  durch  den  Punkt  S  geht,  aber 
die  erstere  nicht  schneidet,  zusammen. 

322.  In  einem  gewöhnlichen  räumlichen  Polarsysteme  liegt 
jeder  Strahlenbiindel  S,  dessen  Mittelpunkt  S  ausser  seiner  Polare 
U  aich  befindet,  mit  dem  ihm  ztigeordneten  ebenen  Systeme  invo- 
Jutorisch,  daher  in  dem  räumlichen  Polarsysteme  unendlich  viele 
ebene  Polarsysteme,  polare  Strahlenbündel,  Polardreiecke,  Polar- 
dreikante und  Polartelraeder  enthalten  sind. 

Wenn  nämlich  dem  Punkte  A  der  Ebene  U  die  Ebene  Sa 
zugeordnet  ist,  welche  die  Ebene  ü  in  der  Geraden  a  schneidet. 
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so  ist  dieser  l^eraden  die  Gerade  SA  zugeordnet,  welche  dea 
Pol  der  Ebene  Sa  aus  dem  Pule  der  Ebene  U  projicirt.  Es  er- 
scheint hiernach  die  Ebene  U  als  Träger  eines  ebenen  Polar- 
S).<tems  und  der  Punkt  S  als  Mittelpunkt  eines  polaren  Strahlen- 
LTindeU,  so  dass  im  erstem  dieser  Systeme  ein  Punkt  und  eine 
Gerade,  im  letztern  aber  ein  Strahl  und  eine  Ebene  einander  zu- 
geordnet sind,  wenn  sie  in  dem  räumlichen  Polarsysteme  einander 
eonjngirt  sind.  Jeiles  Pt»larilreirck  ABC  des  ebenen  Polarsy«tem» 
wird  aus  dem  Punkte  S  durch  ein  Polanlreikiwit  des  Struhlcn- 
bündcts  projicirt  und  bildet  mit  diesem  Dreikantc  ein  Polartetrae- 
dcr  ABCS,  in  welchem  jeder  Eckpunkt  der  Pol  der  ihm  gegen- 
überliegenden Fläche  ist.  Je  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders 
sind  einander  zugeordnet,  je  zwei  sich  schneidende  Kanten  aber 
einander  conjiigirt. 

Hat  das  ebene  Polarsystem  U  eine  Ordnungscurve,  so  hat 
das  Polarsystem  im  Slruhlenbündel  S  eine  Ordnungsfläche,  von 
welcher  jene  Curve  ein  Schnitt  ist.  In  dem  räumlichen  Polar- 
systeme ist  die  Curve  dem  der  Kegeliläche  sich  anschmiegenden 
Ebenenbiischel,  die  Kegeifläche  dem  der  Curve  sich  anschmiegenden 
Strahleiibiischel ,  die  von  der  Curve  eingeschlossene  Figur  dem 
von  der  KegeHläche  ausgeschlossenen  Systeme  von  Ebenen  und 
der  von  der  Kegeifläche  eingeschlossene  Strahlenkegel  dem  voa 
der  Curve  ausgeschlossenen  Systeme  von  Geraden  zugeordnet. 

Jede  Tangente  der  Curve  wird  im  Berührungspunkte  von  dem 
ihr  zugeordneten  Strahle  der  Kegelfläche  geschnitten,  in  welchem 
diese  Fläche  von  der  durch  die  beiden  Geraden  bestimmten  Ebene 
berührt  wird. 

323:  In  einem  gewuhnlichen  Polarsysteme  liegt  jedes  gerade 
Gebilde  a,  dessen  Träger  weder  sich  selbst  zugeordnet  ist,  noch 
von  seiner  Polare  geschnitten  wird,  mit  dem  ihm  zugeordneten 
Ebenenl)üschel  a  i   involutorisch. 

Läge  jeder  Punkt  F  <ler  Geraden  a  und  eben  so  jeder  Punkt 
G  der  Geraden  a^  in  seiner  Polare,  so  wäre  (318)  jede  Gerade 
FG,  welche  die  Geraden  a,  ai  schneidet,  sich  selbst  zugeordnet 
und  also  jede  Ebene  F  G II  sich  selbst  conjugirt,  was  gegen  die 
Annahme  ist.  Es  sei  nun  V  ein  Punkt,  welcher  in  irgend  einer 
von  den  beiden  Geraden  a,  ai,  etwa   in  der  Geraden  a,  aber  nicht 
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in  seiner  Polare  a,  Q  liegt,  so  liegt  in  dieser  Ebene  (322)  das 
gerade  Gebilde  a,  mit  dem  ihm  zugeordneten  Strahlenbüschel  Q 
und  also  in  dem  räumlichen  Polarsysteme  das  gerade  Gebilde  a, 
mit  dem  ihm  zugeordneten  Ebenenbüschel  a  involutorisch.  DasB 
aber  auch  das  gerade  Gebilde  a  und  der  ihm  zugeordnete  Ebe- 
nenbüschcl  a,  involutorisch  liegen,  geht  daraus  hervor,  weil  den 
Punkten  P,  Q  die  Ebenen  a,   Q,  a,  P  zugeordnet  sind. 

Ist  dem  Flächenwinkel,  welcher  aus  der  Axe  a,  die  Strecke 
PQ  projicirt,  die  Strecke  Q-P  zugeordnet,  so  liegt  kein  Punkt 
der  Geraden  a  in  seiner  Polare.  Ist  aber  dem  erwähnten  Winkel 
die  Strecke  QP  zugeordnet,  so  enthält  die  Gerade  a  zwei  sich 
selbst  conjugirte  Punkte,  durch  welche  je  zwei  einander  con- 
jugirte  Punkte  derselben  harmonisch  getrennt  sind. 

324.  In  einem  räumlichen  Polarsysteme  sind  je  zwei  einan- 
der conjugirte  Punkte  P,  Q  die  Mittelpunkte  und  je  zwei  einander 
conjugirte  Ebenen  die  Träger  von  zwei  einander  zugeordneten 
Strahlenbüscheln  P,  Q.  ^  Jeder  Geraden,  welche  durch  den  Punkt 
P  geht  und  in  der  Polare  des  Punktes  Q  liegt,  ist  eine  Gerade 
zugeordnet,  welche  in  der  Polare  des  Punktes  P  liegt  und 
durch  den  Punkt  Q  geht. 

Wenn  ein  Punkt  A  in  seiner  Polare  A,  liegt,  und  in  dem 
Strahlenbüschel,  welcher  den  Punkt  A  zum  Mittelpunkt  hat  und 
in  der  Ebene  A,  liegt,  jeder  Strahl  sich  selbst  zugeordnet  ist 
80  liegt  jeder  Punkt  der  Ebene  A,  in  seiner  Polare,  daher  jedes 
gerade  Gebilde,  welches  in  der  Ebene  A,  liegt,  aber  nicht  durch 
den  Punkt  A  geht,  ein  Schnitt  des  ihm  zugeordneten  Ebenenbü- 
schels und  also  (323)  das  Polarsystem  ein  Nullsystem  ist.  Wenn 
aber  irgend  ein  Strahl  des  erwähnten  Büschels  sich  nicht  selbst 
zugeordnet  und  also  (321)  das  Polarsystem  ein  gewöhnliches  ist, 
80  enthält  der  Büschel  entweder  gar  keinen  Strahl,  welcher  sich 
selbst  zugeordnet  ist,  oder  zwei  solche  Strahlen,  durch  welche 
alsdann  je  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  desselben  harmo- 
nisch getrennt  sind.  Im  erstem  Ton  diesen  beiden  Fällen  ist  der 
Punkt  A  der  einzige  sich  selbst  conjugirte  Punkt  der  Ebene  A,. 
Wäre  nämlich  noch  ein  anderer  Punkt  B  dieser  Ebene  sich  selbst 
conjugirt,  so  wäre  (318)  die  Gerade  AB  sich  selbst  zugeordnet. 

325.  Durch  jedes  FUnfeck  ABCDE,   von  desaen  fünf  Eck- 
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punkten  keine  vier  in  einerlei  Ebene  liegen,  int  ein  NuUnyttem 
bpMtimmt,  in  welchem  jeder  Eckpunkt  de»  Fünferki  der  Pol 
(Nullpunkt)  der  Ebene  iHt,  welche  ihn  mit  den  benachbarten 
Eckpunkten  verbindet. 

Bezieht  man  nämlich  zwei  räumliche  Systeme  projecÜTisch  80 
aufeinander,  daas  den  Punkten  A,  B,  C,  D,  E  des  einen  die 
Ebenen  EAB,  ABC,  BCD,  CDE,  DEA  des  andern  entsprechen, 
80  entsprochen  auch  diesen  Ebenen  des  erstem  die  Punkte  A, 
B,  C,  D,  E  des  letztern,  woraus  man  (13Ii)  schliessen  kann, 
dass  je  zwei  homologe  Elemente  einander  doppelt  entsprechen. 
Da  nun  die  Gerade  DE,  welche  den  Punkt  D  mit  dem  Punkte 
E  verbindet,  der  Schnittlinie  der  Ebenen  CDE,  DEA,  also  sich 
selbst  zugeordnet  ist,  so  ist  der  Punkt  P,  in  welchem  diese  Ge- 
rade die  Ebene  ABC  schneidet,  der  Ebene  BDE  und  mithin 
auch  die  Gorade  BP,  welche  den  Punkt  B  mit  dem  Punkte  P 
verbindet  und  zugleich  die  Schnittlinie  der  P^bcnen  ABC,  BDK 
ist,  sich  selbst  zugeordnet.  Da  dies  aber  auch  von  den  Gera- 
den BA,  BC  gilt,  so  ist  (324)  das  Polarsystem  ein  Nulisysteni. 

In  einem  Nullsysteme  ist  jedem  vollständigen  nFlache  ein 
vollötündiges  nEck  zugeoi-^net,  fo  dass  die  Eckpunkte  eines  je- 
den von  den  beiden  Gebilden  in  den  ihnen  zugeordneten  Flä- 
chen des  andern  liegen. 

32(3.  "Wenn  in  zwei  reciproken  Systemen  den  Eckpunkten 
eines  Tetraeders  ABCD  die  ihnen  gegenüberliegenden  Flüchen 
entsprechen,  so  liegen   die  Systeme  involutorisch. 

Entsprechen  nämlich  dtm  Punkten  A,  B,  C,  D  des  einen 
Systems  die  Ebenen  BCD,  ACD,  ABD,  ABC  des  andern,  so 
entsprechen  auch  diesen  Ebenen  des  erstem  die  Punkte  A,  B.  C,  D 
des  letztern.  Wenn  ferner  der  Ebene  ABP  des  erstem  Systems, 
welche  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  ABC,  ABD  geht  und 
mithin  die  Gerade  CD  in  einem  Punkte  P  schneidet,  der  Punkt 
Q  des  letztern  entspricht,  welcher  also  in  der  Geraden  CD  liegt, 
so  muss,  weil  der  Ebenenbüschel  AB  (CDPQ)  dem  geraden  Ge- 
bilde CDPQ  und  also  auch  (118)  dem  geraden  Gebilde  DCQP 
projectivisch  ist,  der  Ebene  ABQ  des  erstem  Systems  der  Punkt 
P  des  letztern  uud  mithin  dem  Punkte  Q  des  erstem,  in  welchem 
die  Ebene  AHQ  die  Gerade  CD  schneidet,  die  Ebene  ABP  des 
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letztem  entsprechen,  welche  den  Punkt  P  aus  der  Geraden  AB 
projicirt.  Indem  so  jede  Ebene,  welche  durch  eine  Kante  des 
Tetraeders  ABCD  geht,  und  der  ihr  entsprechende  Punkt  einan- 
der doppelt  entsprechen,  gilt  dies  auch  von  jedem  Punkte,  in 
welchem  eine  durch  AB,  eine  durch  AC  und  eine  durch  BC 
(oder  eine  durch  AB,  eine  durch  AD  und  eine  durch  BD)  ge- 
hende Ebene  sich  schneiden,  und  der  ihm  entsprechenden  Ebene. 

327.  Wird  ein  Tedraeter  ABCD  als  Polartetracder  angenom- 
men, 80  kann  man  noch  zu  einem  Punkte  E,  welcher  in  keiner 
Fläche  des  Tetraeders  liegt,  eine  Ebene  E,,  welche  durch  keinen 
Eckpunkt  desselben  geht,  als  Polare  jenes  Punktes  nach  Belieben 
annehmen,  wodurch  aber  alsdann  nach  133  und  326  ein  l^olar- 
system  bestimmt  ist.  Durch  die  vier  Flächen  des  Polartetraeders 
ABCD  wird  der  unbegrenzte  Raum  in  acht  Tetraeder  getheilt, 
deren  jedes  von  vier  Dreiecken  eingeschlossen  ist.  Wenn  nun  das 
Tetraeder  ABCD,  welches  den  Punkt  E  in  sich  enthält,  von  der 
Ebene  E,  nicht  geschnitten  wird,  so  ist  jedes  der  acht  Tetraeder 
dem  von  seiner  Oberfläche  ausgeschlossenen  Systeme  von  Ebenen 
zugeordnet,  daher  alsdann  kein  Punkt  in  seiner  Polare  liegt. 
Wird  aber  das  Tetraeder  ABCD  von  der  Ebene  E,  geschnitten, 
80  hat  man  folgende  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  Wenn  die  Ebene  E,  nur  drei  Kanten  AB,  AC,  AD  des 
Tetraeders  ABCD  schneidet  und  also  von  der  Oberfläche  des 
Tetraeders  BCD«A  ausgeschlossen  ist,  so  ist  jedem  der  acht 
Tetraeder  ein  System  von  Ebenen  zugeordnet,  welches  von 
einem  der  übrigen  Tetraeder  ausgeschlossen  ist,  so  dass  je  zwei 
solche  zusammengehörige  Tetraeder  drei  in  der  Ebene  BCD  be- 
findliche Kanten  mit  einander  gemein  haben,  während  die  übri- 
gen Kanten  des  einen  von  den  übrigen  Kanten  des  andern  die 
Ergänzungen  sind.  Da  hiernach  kein  Punkt  der  Ebene  BCD  in 
seiner  Polare  liegt,  so  gibt  es  auch  keine  sich  selbst  zugeord- 
nete Gerade  und  mithin  (324)  in  keiner  Ebene,  welche  durch 
ihren  Pol  geht,  noch  einen  sich  selbst  conjugirten  Punkt.  Da 
aber  jede  Strecke,  welche  den  Punkt  A  mit  einem  Punkte  der 
Ebene  BCD  verbindet,  in  dem  ihr  zugeordneten  Winkel  liegt, 
so  giebt  es  (323)  in  jeder  durch  den  Punkt  A  gehenden  Gera- 
den zwei  sich  selbst  conjugirte  Punkte. 
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n.  Wenn  die  Ebene  E  vier  Kanten  AB,  BC,  CD,  DA  des 
Tetraeders  ABCD  schneidet,  also  von  der  Oberfläche  des  Te- 
traeders AC-BD  ausgeschlossen  ist,  so  ist  jedem  der  acht  Te- 
traeder ein  System  von  Ebenen  zugeordnet,  velches  von  einem 
der  übrigen  Tetraeder  ausgeschlossen  ist,  so  dass  je  zwei  solche 
zusammengehörige  Tetraeder  zwei  in  den  Geraden  AC,  BD  lie- 
gende Kanten  mit  einander  gemein  haben,  wahrend  die  übrigen 
Kanten  des  einen  von  den  übrigen  Kanten  des  andern  die  Er- 
gänzungen sind.  Da  hiernach  jede  Strecke,  welche  einen  Punkt 
der  Geraden  AC  mit  einem  Punkte  der  Geraden  BD  verbindet, 
in  dem  ihr  zugeordneten  Winkel  liegt,  so  gibt  es  in  jeder  Ge- 
raden, welche  die  beiden  Geraden  AC,  BD  schneidet,  zwei  sich 
selbst  conjugirto  Punkte.  Da  ferner  (318)  jede  Gerade,  welche 
einen  sich  selbst  conjugirten  Punkt  der  Geraden  AB  mit  einem 
sich  selbst  conjugirten  Punkt  der  Geraden  CD  verbindet,  sich 
selbst  zugeordnet  ist,  folglich  jede  Ebene  mehr  als  einen  sich 
selbbt  conjugirten  Punkt  enthält,  so  schneiden  sich  (321)  in  je- 
dem Punkte,  welcher  in  seiner  Polare  liegt,  zwei  sich  selbst 
zugeordnete  Gerade. 


§  25. 
Flächen  II.   Ordnung. 

328.  Wenn  irgend  ein  Punkt  P  eines  gewöhnlichen  Polar- 
systems in  seiner  Polare  P,  liegt,  so  hat  das  System  eine  Ord- 
nungftfläche  F,  welche  nämlich  dem  ihr  sich  anschmiegenden  Ebe- 
nenbündel zugeordnet  ist,  so  dass  jeder  Punkt  der  Fläche  in  sei- 
ner Polare  liegt,  die  in  ihm  der  Fläche  sich  anschmiegt,  joder 
Punkt  aber,  welcher  der  Flüche  nicht  angehört,  auch  ausserhalb 
seiner  Polare  liegt.  Ist  keine  Gerade  des  Polarsystems  sich  selbst 
zugeordnet,  so  soll  die  Fläche  F  eine  gewöhnliche  Fläche  II.  Ord- 
nung heissen.  Wenn  aber  in  jedem  Punkte  P,  welcher  in  seiner 
Polaro  P,  liegl,  zwei  sich  selbst  zugeordnete  Gerade  p,  a  sich 
schneiden,  so  ist  die  Fläche  F  eine  Regelfläche  II.  Ordnung. 

Eine  gewöhnliche  Fläche  JI.  Ordnung  F  wird  (32S)  in  jedem 
in  ihr  befindlichen  Punkte  von  der  Polare  dieses  Punktes  berührt, 
von  jeder  andern  Kbeno  aber  (322),  welche  durch  denselben  Punkt 
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geht,  in  einer  Curve  II.  Ordnung  geschnitten,  daher  die  Fläche 
mit  keiner  Geraden  mehr  als  zwei  Punkte  gemein  hat.  Dem  von 
der  Fläche  eingeschlosBonen  Körper  K,  welcher  von  jedem  Polar- 
tetraedor  einen  Eckpunkt  enthält,  ist  das  von  ihr  ausgeschlossene 
System  von  Ebenen  zugeordnet,  welches  von  jedem  Polartetraeder 
eine  Fläche  enthält.  Jeder  ausserhalb  des  Körpers  K  befindliche 
Punkt  S  ist  der  Mittelpunkt  eines  um  ihn  beschriebenen  Strahlen- 
kegols,  dessen  Mantel  die  Fläche  F  in  der  Curve  8  berührt,  in 
welcher  dieselbe  von  der  Polare  jenes  Punktes  geschnitten  wird. 
Beschreibt  der  Punkt  S  eine  Gorade  a  oder  das  ausserhalb  des 
Körpers  K  befindliche  Stück  einer  Geraden  a,  so  beschreibt  die 
Curve  8,  indem  ihre  Ebene  um  die  Polare  a,  jener  Geraden  sich 
dreht,  die  Fläche  F  und  die  von  der  Curve  s  eingeschlossene 
Figur  den  Körper  K.  Liegen  zwei  einander  zugeordnete  Gerade 
nicht  in  einerlei  Ebene,  so  ist  die  eine  die  Axe  eines  um  den 
Körper  K  beschriebenen  Flächonwinkels,  welcher  der  ausserhalb 
des  Körpers  liegenden  Strecke  der  andern  zugeor'^net  ist.  Wenn 
aber  zwei  einander  zugeordnete  Gerade  sich  schneiden,  so  be- 
rühren sie  in  ihrem  Schnittpunkte   die  Flache  F. 

Eine  Regelfläche  II.  Ordnung  wird  von  jeder  Ebene  P„  wel- 
che durch  ihren  Pol  P  geht,  obgleich  die  Ebene  der  Fläche  in 
diesem  Punkte  sich  anschmiegt,  in  zwei  Geraden  p,  a,  von  jeder 
andern  Ebene  aber  in  einer  Curve  II.  Ordnung  geschnitten.  Be- 
schreibt der  Punkt  P  das  gerade  Gebilde  p  und  also  die  Ebene 
P,  den  Ebenenbüschel  p,  so  beschreibt  die  Gerade  a  die  Ord- 
nungsfliiche  F  des  Polarsystems,  welche  jeden  sich  selbst  conju- 
girten  Punkt  enthält  und  den  unbegrenzten  Raum  in  zwei  Theile 
theilt,  von  welchen  der  eine  vom  Winkel  pa  und  der  andere  vom 
Winkel  p-a  beschrieben  wird.  Da  aber  in  einem  solchen  Polar- 
systeme  jeder  sich  selbst  conjugirte  Punkt  der  Schnittpunkt  von 
zwei  sich  selbst  zugeordneten  Geraden  ist,  so  wird  die  Fläche  F 
noch  von  einer  andern  Schaar  der  Geraden  erfüllt,  so  dass  in 
jedem  Punkte  derselben  eine  Gerade  der  einen  Schaar  und  eine 
Gerade  der  andern  Schaar  sich  schneiden.  Jedes  Polartctraeder 
hat  vier  Kanten,  welche  die  Fläche  F  schneiden;  die  beiden  übri- 
gen Kanten,  welche  mit  der  Fläche  keinen  Puokt  gemein  haben, 
sind  durch  dieselbe  getrennt.     Jeder  Punkt  S,  welcher  nicht  in 
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der  Flfiche  F  liegt,  ist  der  Mittelpunkt  eines  Btrahlenkegels,  des- 
sen Mantel  die  Flfiche  F  in  der  Curre  s  berührt,  in  w  elcher  die- 
selbe von  der  Polare  jenes  Punktes  geschnitten  "wird.  Jede  Ebene, 
welche  die  Kegelfläche  8  in  einem  Strahle  h  berührt  und  also  auch 
durch  eine  Tangente  h,  der  Curve  s  geht,  schneidet  die  Fläche  F 
in  zwei  Geraden,  welche  durch  die  einander  zugeordneten  Gera- 
den h,  h,  harmonisch  getrennt  sind.  Jede  Ebene,  welche  die 
Kegelfläche  S  in  zwei  Goraden  und  also  den  Strahlenkegel  8  in 
einem  Winkel  schneidet,  schneidet  die  Fläche  F  in  einer  Curve, 
welche  in  den  Nebenwinkel  jenes  Winkels  beschrieben  ist.  Wenn 
endlich  eine  durch  den  Punkt  S  gehende  Ebene  mit  der  Kegel- 
fläche S  gar  keinen  Strahl  gemein  hat,  so  schneidet  sie  die 
Fläche   F  in   einer  Curve,  welche  jenen  Punkt  einschliesst. 

329.  Jede  Regelfläche  F,  welche  noch  von  einer  andern 
Schaar  von  Geraden  erfüllt  wird,  ist  eine  Regolfläche  II.  Ord- 
nung. 

Es  seien   a,  b,  c  drei  Gerade  der  einen  Schaar  und  p,  q,  r 
drei   Gerade  der  andern  Schaar.     Bezieht  man  nun  zwei  räumli- 
che Systeme  projektivisch   so  aufeinander,    daas  den  Punkten  ap, 
aq,   bp,    bq,   er  des  einen    die  Ebenen    ap,    aq,    bp,    bq,    er 
des  andern  entsprechen,  so  haben  die  beiden  Systeme  die  Gerade 
a,  welche  den  Punkt  ap   mit  dem  Punkte  aq  verbindet  und  zu- 
gleich die  Schnittlinie  der  Ebenen  ap,    aq  ist,  und  eben  so  die 
Geraden  b,  p,  q  entsprechend  gemein.    Da  ferner  der  Geraden  c, 
welche  die  Geraden  p,  q    schneidet  und  durch  den  Punkt  er  geht 
eine  Gerade  entsprechen  musB,  welche  die  Geraden   p,  q  schnei- 
det  und  in  der  Ebene   er  liegt,   demnach  die  Systeme  auch  die 
Gerade  c  und   eben  so  die  Gerade  r  entsprechend  gemein  haben, 
so  entsprechen  den  Ebenen   ap,  aq,  bp,  bq,  er  des  erstem  Sy- 
stems die  Punkte  ap,   aq,  bp,  bq,  er  des  letztern,  woraus   man 
(133)  schüessen    kann,    dass  je  zwei    homologe  Elemente  einan- 
der  doppelt   entsprechen    und    dass  die  Flache  F    die  Ordnungs- 
flache des  Polarsystems  sei. 

Zwei  einander  zugeordnete  Gerade  h,  h,,  welche  sich  schneiden, 
berühren  (32S)  in  ihrem  Schnittpunkte  die  Fläche  F  auf  entgegen- 
genetzten  Seiten.  Wenn  aber  zwei  einander  zugeordnete  Gerade 
nicht  in  einerlei  Ebene  liegen,  so  hat  die  Fläche  F  entweder  mit 
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keiner  von  den  beiden  Geraden  einen  Punkt  gemein  oder  sie  wird 
von  jeder  derselben  in  zwei  Punkten  geschnitten.  Der  Geraden, 
welche  den  Punkt  ap  mit  dem  Punkte  bq  verbindet,  ist  die 
Schnittlinie  der  Ebenen  ap,  bq  zugeordnet,  welche  durch  die 
Punkte  bp,  aq  geht. 

330.  Eine  gewöhnliche  Fläche  II.  Ordnung  F  oder  auch  der 
von  ihr  eingeschlossene  Körper  K  heisst  ein  Ellipsoid  oder  ein 
elliptisches  Paraboloid  oder  ein  /.weischaliges  Hyperboloid,  je  nach- 
dem die  Fläche  F  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  gar  keinen 
Punkt  gemein  hat  oder  diese  Ebene  in  einem  Punkte  berührt  oder 
in  einer  Curve  s  schneidet,  oder,  was  dasselbe  ist,  je  nachdem 
der  Pol  M  der  unendlich  fernen  Ebene  in  dem  Körper  K  oder 
in  seiner  Oberfläche  oder  ausserhalb  desselben  liegt.  Im  letz- 
ten Fall  ist  der  Punkt  M  der  Mittelpunkt  des  Assymptoten- 
kegels,  dessen  Mantel  nämlich  die  Fläche  F  in  der  unendlich 
fernen  Curve  s  berührt. 

Eine  Regelfiäche  II.  Ordnung  F  heisst  ein  hyperbolisches 
Paiaboloid  oder  ein  einschaiiges  Hyperboloid,  je  nachdem  sie  die 
unendlich  ferne  F^bene  in  zwei  Geraden  oder  in  einer  Curve  II. 
Ordnung  schneidet.  Im  erstem  Falle  sind  die  Richtungen  von 
allen  Geraden  einer  und  derselben  Schaar  in  der  Stellung  enthal- 
ten, in  welcher  die  unendlich  ferne  Gerade  der  andern  Schaar 
liegt.  Im  letztern  Falle  ist  der^Pol  der  unendlich  fernen  Ebene 
der  Mittelpunkt  des  Assymptotenkegels,  dessen  Mantel  nämlich 
(auf  seiner  äussern  Seite)  von  der  Fläche  F  in  jener  unendlich 
fernen  Curve  berührt  wird. 

Anm.  Wird  eine  Flnclie  II,  Ordnung  nicht  ausdrücklich  eine  Kegel- 
fläche genanüt,  so  ist  gciwöhulich  eine  andere  Fläclio  II.  Ord- 
nung (die  Ordnungßfläche  eines  räumlichen  PolarsysteniK)  ge- 
meint. 

331.  Da  in  jeder  Geraden,  welche  eine  Fläche  II.  Ordnung 
in  zwei  Punkten  schneidet,  diese  Punkte  durch  je  zwei  einander 
conjugirte  Punkte  harmonisch  getrennt  sind,  so  kann  man  die 
Punkte  der  Fläche  auf  unendlich  viele  Arten  involutorisch  paaren. 
Man  darf  nur  entweder  irgend  eine  Ebene  U,  welche  nicht  durch 
ihren  Pol  geht,  als  Ordnungsebene  und  ihren  Pol  S  als  Ordnungs- 
punkt,  oder  irgend  zwei  einander  zugeordnete  Gerade  s,  u^  wel- 
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ehe  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen,  als  Ordnnngslinien  annehmen. 
Ira  eretern  Falle  sind  je  iwei  einander  zugeordnete  Punkte  der 
Fläche  durch  den  Punkt  8  und  einen  Punkt  der  Ebene  IT,  in 
letztem  Falle  aber  durch  einen  Punkt  der  Geraden  s  und  einen 
Punkt  der  Geraden  u  harmonisch  getrennt. 

332.  Es  sind  eine  Kegelfläche  11.  Ordnung,  eine  Ebene  U, 
welche  die  Kegelfläche  in  einer  Curve  s  schneidet,  und  ein  Punkt 
A,  welcher  weder  in  dieser  Ebene  noch  in  der  Kogelflächo  liegt, 
gegeben;  man  soll  eine  Fläche  II.  Ordnung  finden,  welche  die 
gegebene  Kegelfläche  in  der  gegebenen  Curve  s  berührt  und 
überdies«  durch  den  gegebenen  Punkt  A  geht. 

Es  werde  die  Ebene  U  von  der  Geraden,  welche  den  Mittel- 
punkt S  der  gegebenen  Kegelfläche  mit  dem  Punkte  A  ver- 
bindet in  dem  Punkte  P  geschnitten.  Es  sei  ferner  LMN  in 
Hinsicht  auf  die  Curve  s  ein  Polardreicck,  von  dessen  drei 
Ecki)iinkten  keiner  in  der  Polare  p  des  Punktes  P  liegt.  Wenn 
nun  das  Tetraeder  LMNS  als  Polartetracder  ungenonmien  und 
dem  Punkte  A  die  Ebene  Ap  zugeordnet  wird,  so  ist  dadurch 
ein  Polarsystem  bestimmt,  dessen  Ordnungsfläche  F  die  gege- 
bene Kegeltiäche  in  der  gegebenen  Curve  berührt  und  durch 
den  gegebenen  Punkt  A  geht. 

Die  Gerade  8P  schneidet  die  Fläche  F  in  den*  Punkte  A 
und  iu  dem  Punkte  B,  welcher  zu  den  drei  Punkten  S,  A,  P  der 
vierte  harmonische  Punkt  ist.  Schneiden  zwei  Gerade,  von  wel- 
chen die  eine  durch  den  Punkt  A  und  die  andere  durch  den  Punkt 
H  geht,  die  Ebene  U  in  zwei  einander  conjugirten  Punkten,  wel- 
che mit  dum  Punkte  P  in  einer  Geraden  liegen,  so  schneiden 
sie  sich  selbst  (251)  in  einem  Punkte  der  Fläche  F.  Ist  statt 
des  Punktes  A  der  gesuchten  Flüche  eine  ihr  sich  anschmiegende 
Ebene  A,  gegeben,  welche  nicht  durch  den  Punkt  8  geht  und 
die  Ebene  U  in  einer  sich  nicht  seibwt  conjugirten  Geraden  p 
schneidet,  so  findet  mau  den  Pol  A  der  Ebene  A,,  wenn  man 
auf  dieselbe  den  Pol  P  der  Geraden  p  aus  dem  Punkte  S  projicirt. 
Die  Kegelfläche  und  die  gegebene  Curve  können  auch  ima- 
ginär sein.  Wenn  nämlich  ein  ebenes  Polarsystem  U,  welches  in 
einem  räumlichen  Polarsysteme  enthalten  ist,  keine  (reele)  Ord- 
nungscurve  hat,  so  sagt  man ,  dass  die  Ordnungsfläche  des  letz- 
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tern  Systems  die  Ebene  U  in  der  imaginärm  Ordnungscurve  des 
erstem  schneide  und  in  dieser  Curve  die  imaginäre  Kogclflächo 
berühre,  welche  dieselbe  aus  dem  Pole  S  der  Ebene  U  projicire. 


1333.  Eine  Fläche  II.  Ordnung 
zu  finden,  welche  durch  eine 
gegebene  Curve  II.  Ordnung  s 
und  durch  die  vier  Eckpunkte 
eines  gegebenen  Tetraeders 
AB  CD  gehe,  von  welchen 
keiner  in  der  Ebene  U  der 
gegebenen  Curve  liegt. 


Eine  Fläche  II.  Ordnung  zu 
finden,  welche  eine  gegebene 
Kegelflächo  II.  Ordnung  in  einer 
Curve  berühre  und  den  vier 
Flächen  eines  gegebenen  Te- 
traeders sich  anschmiege,  von 
welcher  keine  durch  den  Mit- 
telpunkt der  gegebenen  Kegel- 
I  fläche  geht. 
Es  werde  die  Ebene  U  von  den  Geraden  AB,.AC,  AD  in 
den  Punkten  P,  Q,  R  geschnitten,  deren  Polaren  in  Hinsicht  auf 
die  gegebene  Curve  die  Geraden  p,  q,  r  seien.  Sucht  man  nun 
in  den  Geraden  AB,  AC,  AD  die  Punkte  P,,  Q,,  R,,  so  dass 
APBP,,  AQCQi,  ARDR,  harmonische  Gebilde  sind,  so  schneiden 
sich  die  Ebenen  P,p,  Q, q,  R,r  in  dem  Mittelpunkte  S  der  Ke- 
gelfläche, welche  die  gesuchte  Fläche  in  der  gegebenen  Curve 
berührt.  Liegt  nämlich  der  Punkt  A  nicht  in  der  Kegelfläche  S, 
welche  aus  dem  Schnittpunkte  S  die  Curve  s  projicirt,  so  kann 
man  nach  332  eine  Fläche  II.  Ordnung  F  finden,  welche  die  Ke- 
gelfläche S  in  der  Curve  s  berührt  und  durch  den  Punkt  A  geht. 
Da  nun  in  Hinsicht  auf  die  Fläche  F  der  Punkt  P  der  Pol  der 
Ebene  Sp,  also  dem  Punkte  P,  conjugirt  und  APBP,  ein  har- 
monisches Gebilde  ist,  so  geht  die  Fläche  F  auch  durch  den  Punkt 
B  und  eben  so  durch  die  Punkte  C,  D.  Liegt  aber  der  Punkt  A 
in  der  Kegelfiäche  S,  so  geht  diese  auch  durch  die  Punkte  B, 
C,  D  und  ist  also  selbst  die  gesuchte  Fläche. 


334,  Es  sind  ein  Tetraeder 
AB  CD  und  eine  Curve  IL  Ord- 
nung B  gegeben,  welche  entwe- 
der mit  keiner  Fläche  des  Te- 
traeders einen  Punkt  gemein  hat 
oder  von  jeder  dieser  vierEbenen 
geschnitten  wird,  man  soll  eine 
Fläche  IL  Ordnung  finden,  wel- 


Es  sind  eine  Kegelfläche  IL 
Ordnung  und  ein  Tetraeder  ge- 
geben ,  dessen  Eckpunkte  ent- 
weder alle  vier  in  dem  von  der 
Kegelflächo  eingeschlossenen 
Strahlenkcgel  oder  alle  vier  aus- 
serhalb desselben  liegen;  man 
soll    eine    Fläche  II.    Ordnung 
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che  durch  die  gegebene  Curve 
gebe  und  den  Tier  Flächen  des 
gegebenen  Tetraeders  sich  an- 
schmiege. 


finden,  welche  die  gegebene 
Kegelfi äche  in  einer  Curre  be- 
rühre und  durch  die  vier  Eck- 
punkte des  gegebenen  Tetrae- 
ders gehe. 

Man  lege  durch  die  Gerade  AB  die  Ebenen   p,   p,,    durch 
die  Gerade  BC  die  Ebenen  q,  q,  und  durch  die  Gerade  CA  die 
Ebenen  r,  r,,  so  dass  von  diesen  sechs  Ebenen  je  zwei,  welche 
durch    eine    und    dieselbe  Kaute   des    Tetraeders    ABCD    gehen, 
durch  zwei  Flächen  desselben  harmonisch  getrennt  sind  und  die 
Ebene   ü    der   gegebenen  Curve  s   in  zwei  in  Hinsicht  Huf  diese 
Curve  einander  conjugirten  Geraden  schneiden.     Wenn  nun  der 
Punkt  pqr  ausserhalb  der  Ebene  U  liegt,  und  also  die  Curve  s 
aus  dem  Punkte  pqr  durch  eine  Kegelfläche  S  projicirt  wird,  so 
kann  man  (332)  eine  andere  Fläche  II.  Ordnung  F  finden,  welche 
die   erwähnte  Kegelfläche   in  der   gegebenen  Curve  berührt  und 
der  Ebene  ABC  sich  anschmiegt.     Da  aber  die  Geraden  pU,  p,U 
in  Hinsicht  auf  die  Curve  s,  mithin  die  Ebenen  p,  p,  in  Hinsicht 
auf  dte  Kegelfläche  8  und  folglich  auch  in  Hinsicht  auf  die  Fläche 
F  einander  conjugirt  und  durch  die  Ebenen  ABC,  ABD  harmo- 
nisch   getrennt   sind,    so    muss    die   Fläche    F    auch    der    Ebene 
ABD    und   eben   so   den  Ebenen  BCD,    CAD    sich  anschmiegen. 
Was  von   dem  Punkte  pqr  gesagt  wurde,    gilt   von  jedem 
Punkte,  in  welchem  eine  von  den  beiden  Ebenen  p,  p„  eine  von 
den  beiden  Ebenen,  q,  q^  und  eine  von  den  beiden  Ebenen  r,  r, 
sich  schneiden,  so  dass  also,  wenn  diese  acht  Punkte  ausserhalb 
der  Ebene  U  liegen,  die  Aufgabe  acht  Auflösungen  zulässt. 


335.  Es  sind  eine  Fläche  II. 
Ordnung  und  ein  Tetraeder  ge- 
geben, von  dessen  vier  Flächen 
keine  jener  Flüche  sich  an- 
schmiegt und  auch  keine  zwei 
durch  den  jener  Fläche  sich  an- 
schmiegenden Ebenenbündel 
getrennt  sind ;'  man  soll  eine  Flä- 
che II.  Ordnung  finden,  welche 
die    gegebene   Flache   in   einer 


Es  sind  eine  Flache  II.  Ord- 
nung G  und  ein  Tetraeder 
ABCD  gegeben,  von  dessen 
vier  Eckpunkten  keiner  in  jener 
Fläche  liegt  und  auch  keine 
zwei  durch  jene  Fläche  getrennt 
sind;  man  soll  eine  Flache  II. 
Ordnung  finden,  welche  die  ge- 
gebene Fläche  in  einer  Curve 
berühre    und     durch    d'e    vier 
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Eckpunkte    des   gegebenen  Te- 
traeders gehe. 


Curve  berühre  und  den  vier 
Flächen  de»  gegebenen  Te- 
traeders sich  anschmiege. 

Man  suche  in  der  Geraden  AB  die  Punkte  P,  P, ,  in  der 
Geraden  AG  die  Punkte  Q,  Q,  und  in  der  Geraden  AD  die 
Punkte  R,  R„  so  dass  von  diesen  sechs  Punkten  je  zwei,  welche 
in  einer  und  derselben  Kante  des  Teti'aeders  AB  CD  liegen,  durch 
zwei  Eckpunkte  desselben  harmonisch  getrennt  und  in  Hinsicht 
auf  die  Fläche  G  einander  conjugirt  sind.  Wenn  die  Fläche  G 
von  einer  Kegelfläche  berührt  wird,  so  kann  man  (332)  eine 
Fläche  II.  Ordnung  F  finden,  welche  diese  Kegelflache  und  also 
auch  die  Fläche  G  in  jener  Curve  berührt  und  durch  den  Punkt 
A  geht.  Da  über  die  Polare  eines  jeden  in  der  Fbene  PQR  be- 
findlichen Punktes  in  Hinsicht  auf  die  beiden  Flächen  G,  F  die- 
selbe ist,  und  also  den  Punkten  P,  Q,  R  die  Punkte  P,,  Qi, 
Rj  auch  in  Hinsicht  auf  die  Fläche  F  conjugirt  sind,  so  geht 
diese  auch  durch  die  Punkte  B,  C,  D.  —  Was  von  der  Ebene 
PQR  gesagt  wurde,  gilt  von  jeder  Ebene,  welche  durch  einen 
von  den  beiden  Punkten  P,  P,,  einen  von  den  beiden  Punkten 
Q,  Qi  und  einen  von  den  beiden  Punkten  R,  Rj  geht. 


Anhang;* 

336.  Gleichwie  Affinität  ein  besonderer  Fall  von  collincärer 
Verwandschaft  ist,  so  ist  Aehnlichkeit  ein  besonderer  Fall  von 
Affinität  und  Congruenz  ein  besonderer  Fall  von  Aehnlichkeit.  In 
ähnlichen  Systemen  sind  je  zwei  homologe  Winkel,  in  congruenten 
Systemen  auch  je  zwei  homologe  Strecken  einander  gleich.  Zwei 
zu  einander  projektivische  Gerade  sind  ähnlich,  wenn  dem  un- 
endlich fernen  Punkte  der  einen  Geraden  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  andern  entspricht.  Ist  überdiess  irgend  eine  endliche 
Strecke  in  der  einen  Geraden  der  ihr  entsprechenden  Strecke 
in  der  andern  gleich,  so  sind  die  Gebilde  congruent. 

Will  man  zwei  ebene  Systeme  so  auf  einander  beziehen,  dass 
sie  ähnlich  sind,  so  kann  man  zu  zwei  eigentlichen  Punkten  A,  B 
der  einen  Ebene  zwei  solche  Punkte  Aj,  B,  der  andern  Ebene, 
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welche  jenen  entsprechen  sollen,  nach  Belieben  annehmen.  Es  ist 
alsdann  nur  noch  festzusetzen,  welche  von  beiden  Seiten  der  Ge- 
raden A,  B,  einer  bestimmten  Seite  der  Geraden  AB  entspre- 
chen soll.  Sind  die  unendlichen  Strecken  AB,  A,  B,  einander 
gleich,   so  werden  die  Systeme  congruent. 

337.  Zwei  congruento  Strahlenbüschel,  welche  in  einerlei 
Ebene,  aber  weder  perspektivisch  liegen  noch  concentrisch  sind, 
erzeugen  ejitweder  einen  Kreis  oder  eine  Hyperbel,  deren  Assyrap- 
toteu  zu  einander  senkrecht  sind.  —  Wenn  in  einer  Ebene  der 
Mittelpunkt  eines  Winkels,  ohne  dass  dieser  seine  Grösse  ändert, 
in  einer  festen  Geraden  sich  bewegt,  während  der  eine  Schenkel 
um  einen  festen  (eigentlichen)  Punkt  sich  dreht,  so  beschreibt 
der  andere  Schenkel  einen  parabolischen  Strahlenbüschel.  Der 
Mittelpunkt  des  Winkels  und  der  unendlich  ferne  Punkt  des 
andern  Schenkels  sind  nämlich  homologe  Punkte  von  zwei  zu 
einander  projektivischen  geraden  Gebilden,  welche  Schnitte  von 
zwei  congruenten  Strahlenbüscheln  sind. 

338.  W^enn  man  in  einer  Geraden  einen  Punkt  als  Mittel- 
punkt annimmt  und  je  zwei  Punkte,  welche  von  ihm  gleichwoit 
abstehen,  einander  zugeordnet  nennt,  60  sind  die  Punkte  der  Ge- 
raden involutorisch  so  gepaart,  dass  je  zwei  einander  zugeordnete 
Strecken  einander  gleich  sind.  Der  Mittelpunkt  und  der  unend- 
lich ferne  Punkt  sind  die  Ordnungspunkte  eines  solchen  involuto- 
rischen  Gebildes,  welches  centrisch  oder  auch  symmetrisch  genannt 
werden  kann.  In  einer  eigentlichen  Geraden  ist  hiernach  der  un- 
endlich fenie  Punkt  von  jedem  Punkte  durch  je  zwei  Punkte, 
welche    von    diesem    gleichweit   abstehen,    harmonisch    getrennt. 

Die  drei  Geraden,  welche  die  Eckpunkte  eines  endlichen 
Dreiecks  mit  den  Mittelpunkten  der  ihnen  gegenüberliegenden 
Seiten  verbinden,  schneiden  sich  (102)  in  einem  Punkte.  — 
Die  beiden  Punkte,  in  welchen  die  Assymptoten  einer  Hyperbel 
von  einer  dritten  Tangente  derselben  geschnitten  werden,  steh-jn 
(250)  vom  Berührungspunkte  dieser  Tangente  gleichweit  ab. 

339.  Sind  in  einem  involutorischen  Strahlenbüschel  je  zwei 
einander  zugeordnete  Winkel  einander  gleich,  so  hat  der  Büschel 
entweder  zwei  zu  einander  senkrechte  Ordnungsstrahlen  (Axen), 
oder  es  sind  je  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  zu*  einander 
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senkrecht.     Im    erstem  Falle  soll   der  Büschel    symmetrisch,    im 
letztern  aber  rechtwinklig  heissen. 

Nennt  man  in  einer  unendlich  fernen  Geraden  je  zwei 
Punkte,  welche  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen 
liegen,  einander  zugeordnet,  so  sind  die  Elemente  des  geraden 
Gebildes  involutorisch  gepaart.  Wenn  daher  zwei  Seiten  eines 
vollständigen  ebenen  Vierecks,  welche  in  einem  Eckpunkte  des- 
selben sich  schneiden,  zu  den  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten 
beziehlich  senkrecht  sind,  so  sind  auch  (222)  die  beiden  übrigen 
Seiten  zu  einander  senkrecht. 

340.  Will  man  die  Elemente  eines  ebenen  Systems  involuto- 
risch 80  paaren,  dass  je  zwei  einander  zugeordnete  Gebilde  con- 
gruent  sind,  so  darf  man  nur  entweder  einen  Punkt  als  Mittel- 
punkt oder  eine  Gerade  .  als  Axe  (Symmetrallinie)  annehmen.  Im 
erstem  Falle  sind  je  zwei  Punkte,  welche  vom  Mittelpunkte  gleich- 
weit abstehen  und  mit  ihm  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen 
im  letztern  aber  je  zwei  Punkte,  welche  von  der  Axe  gleichweit 
abstehen  und  in  einer  zu  ihr  senkrechten  Geraden  liegen,  einan- 
der zugeordnet.  In  einem  centrischen  ebenen  Systeme  ist  also 
die  Ordnungslinie  die  unendlich  ferne  Gerade,  daher  je  zwei  ein- 
ander zugeordnete  Gerade  parallel  sind  und  vom  Mittelpunkte 
gleichweit   abstehen.     In   einem   symmetrischen   ebenen  Systeme 

,ist  der  Ordnungspunkt  der  unendlich  ferne  Punkt,  welcher  in  der 
zur   Axe  (Ordnungslinie)    senkrechten   Richtung  liegt,    daher   je 
zwei   einander   zugeordnete   Gerade  einen    Winkel    einschliessen, ' 
welcher  durch  die  Axe  halbirt  wird. 

341.  In  einem  ebenen  Polarsysteme  heisst  jede  Gerade,  wel- 
che der  unendlich  fernen  Geraden,  aber  nicht  sich  selbst  conju- 
girt  ist,  ein  Durchmesser  und  der  Richtung  zugeordnet,  in  wel- 
cher ihr  unendlich  ferner  Pol  liegt.  Jeder  Durchmesser  einer 
Curve  II.  Ordnung  halbirt  also  (249)  jede  endliche  Strecke, 
welche  die  ihm  zugeordnete  Richtung  hat  und  von  zwei  Punkten 
der  Curve  begrenzt  ist.  —  Alle  Durchmesser  einer  Parabel 
Bind  zu  einander  parallel  und  mithin  zu  einer  und  derselben 
Richtung  senkrecht,  welcher  die  Axe  der  Parabel  zugeordnet  ist. 

342.  Alle  Durchmesser  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  schneiden 
sich  in  ihrem  Mittelpunkte  (dem  Pole  der  unendlich  fernen  Gera- 
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den),  welcher  yon  je  Ewei  Ponkten  der  Curre,  die  mit  ihm  in 
einer  und  derselben  Geraden  liegen ,  gleichweit  absteht.  Wenn 
nnn  je  zwei  oonjugirte  Durchmosser,  yon  welchen  also  jeder 
der  Richtung  des  andern  zugeordnet  ist,  zu  einander  senkrecht 
sind,  folglich  jeder  Durchmesser  eine  Axe  ist,  so  ist  die  Corve 
da  alle  Punkte  dcrsolben  yom  Mittelpunkte  gleichweit  abstehen, 
ein  Kreis.  Wenn  aber  dioss  nicht  der  Fall  ist,  so  hat  die  Cunre 
(313)  zwei  Axen,  nämlich  zwei  Durchmesser,  welche  einander 
conjugirt  und  zugleich  zu  einander  Renkrecht  sind. 

Man  nehme  an,  dass  den  Durchmessern  MA,  MB  die  Durch- 
messer MA,,  MB,  conjugirt,  und  dass  M,  A,  B,  A,,  B,  die 
Punkte  sind,  in  welchen  die  vier  Durchmesser  von  einem  durch 
den  Mittelpunkt  der  Curve  gelegten  Kreise  geschnitten  werden, 
so  erhält  man  (27S)  die  Axen  der  Curve ,  wenn  man  aus  dem 
Punkte  M  diejenigen  Punkte  des  Kreises  projicirt,  welche  mit 
seinem  Mittelpunkte  und  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  AB„ 
A,  B  in  einer  und  derselben  Goraden  liegen. 

Die  Ilauptaxo  einer  Hyperbel  halbirt  den  Assymtotonwin- 
kel  und  schneidet  die  Curve  in  ihren  beiden  Scheitelpunkten. 
Eine  Kllipse  hat  vier  Scheitelpunkte  und  schliesst  von  ihrer 
Ilauptaxe  ein  grösseres  Stück  ein,   als  von  der  andern  Axe, 

343.  Die  Mittelpunkte  von  allen  Curven  II.  Ordnung, 
welche  die  vier  Seiten  eines  gegebenen  vollständigen  Vierseits 
berühren,  liegen  in  einer  Geraden,  welche  (302)  jede  von  zwei 
Gegenpunkten  des  vollständigen  Vierseits  begrenzte  endliche 
Strecke  halbirt. 

Schneiden  sich  je  zwei  Gegenseiten  eines  vollständigen 
Vierecks  in  einem  eigentlichen  Punkte,  so  liegen  (303)  diese 
drei  Punkte  mit  den  Mittelpunkten  der  endlichen  Strecken,  de- 
ren jede  von  zwei  Eckpunkten  des  Vierecks  begrenzt  ist ,  in 
einer  Curve  II.  Ordnung,  welche  von  jeder  durch  die  vier  Eck- 
punkte des  Vierecks  gehenden  Curve  II.  Ordnung  den  Miitel- 
punkt  enthält.  Sind  je  zwei  Gegenseiten  des  Vierecks  zu  ein- 
ander senkrecht,  so  ist  jene  Curve  ein  Kreis. 

344.  Wenn  von  einem  Dreiecke,  dessen  Eckpunkte  in  einer 
gegebenen  Curve  II.  Ordnung  s  liegen,  ein  Eckpunkt  S  gegeben 
ist  und  die  in  ihm  sich  schneidenden  Seiten  zu  einander  senkrecht 
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sind,  80  geht  (278)  die  dritte  Seite  durch  einen  gegebenen. 
Punkt  H.  Wenn  aber  die  beiden  Seiten,  deren  Schnittpunkt 
gegeben  ist,  einen  schiefen  Winkel  von  gegebener  Grösse  mit 
einander  bilden,  so  berührt  (281)  die  dritte  Seite  eine  gege- 
bene Curve  II.  Ordnung. 

Ist  die  Curve  s  kein  Kreis,    so   ist  die  Polare  des  Punktes 
H  eine  eigentliche  Gerade  h,    zu    welcher   also    eine  durch    den 
Punkt  S  gehende  Gerade  u  parallel  ist.     Bezieht  man  nun  zwei 
ebene  Systeme  collincär  so  aufeinander,    dass  sie   den  Strahlen- 
büschel S  und  das  gerade  Gebilde  u  entsprechend  gemein  haben 
und    dass    der  Geraden    h    des  einen  die  unendlich  ferne  Gerade 
des    andern    entspricht,    so    entspricht    der   Curve   s    des    erstem 
ein  Kreis  des  letztem,  dessen  Mittelpunkt  M  dem  Punkte  H  ent- 
spricht.    Man  findet  also  den  Mittelpunkt  M  des  Kreises,  welcher 
der  Curve  s  im  Punkte  S  am  Innigsten  sich  anschmiegt,    wenn 
man  irgend  einen  von  S   verschiedenen  eigentlichen  Punkt  F  der 
Geraden  n  aus  dem  Punkte  H  auf  die  Gerade    h    projicirt,    die 
Projektion    G    mit    dem   Punkt   8   verbindet    und    alsdann    durch 
P  eine  zu  GS  parallele  Gerade  FM  zieht. 

345.  Wenn  a  die  Axe  einer  Parabel  oder  eine  von  den  bei- 
den Axen  einer  andern  Curve  II.  Ordnung  ist,  welche  nämlich 
nur  zwei  Axen  hat,  so  gibt  es  in  der  Geraden  a  zu  jedem  ei- 
gentlichen Punkte  P,  welcher  nicht  der  Pol  der  unendlich  fernen 
Geraden  ist,  einen  eigentlichen  Punkt  P,,  so  dass  je  zwei  einan- 
der conjugirte  Gerade,  von  welchen  die  eine  durch  den  Punkt  P 
und  die  andere  durch  den  Punkt  P,  geht,  zu  einander  senkrecht 
sind.  Nennt  man  je  zwei  solche  Punkte  einander  zugeordnet, 
80  sind  die  Punkte  der  Geraden  a  involutorisch  gepaart. 

Es  sey  R  der  Pol  der  Axe  a,  p  eine  Gerade  welche  diese 
Axe  im  Punkte  P  unter  schiefen  Winkeln  schneidet,  und  P,  der 
Punkt,  in  welchem  die  Axe  a  von  der  Geraden  p,  geschnitten 
wird,  die  durch  den  Pol  der  Geraden  p  geht  und  zu  dieser  Ge- 
raden senkrecht  ist.  Da  nun  drei  Strahlen  a,  PR,  p  des  Bü- 
schels P  zu  den  ihnen  conjugirten  Strahlen  P.R,  a,  p,  des  Bü- 
schels P,  senkrecht  sind,  so  kann  man  aus  252  schliessen,  dass 
jeder  Strahl  des  einen  Büschels  zu  dem  ihm  conjugirten  Strahle 
des  andern  senkrecht  ist.     Da  femer   auch   die  beiden  Parallel- 
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§trahlenbÜ8chel,  von  welchen  der  eine  die  Richtunf^  der  G^r&den 
p  und  der  andere  die  RichtuDji^  der  Geraden  p,  hat,  wenn  *auf 
jeden  Strahl  des  einen  der  ihm  conjugirte  Strahl  dot  andern  be- 
zogen wird,  zu  einander  projekViviüch  sind,  demnach  von  der 
Axe  a  in  zwei  zu  einander  projcktivischen  geraden  Gebilden 
gCBchnitten  werden ,  und  je  zwei  homologe  Punkte  dieser  Ge- 
bilde einander  doppelt  entsprechen,  so  folgt  auch  der  letztere 
Thoil  dos  Siitzes. 

Wenn  die  Curve  eine  Parabel  ist  und  also  die  beiden  Pa- 
rallelstrahlunbüschol  die  unendlich  ferne  Gerade  entsprechend  ge- 
raein haben,  so  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  G  des  involutori- 
schon  geraden  Gebildes  a  sich  selbst  zugeordnet,  daher  der  an- 
dere Ordnungspunkt  F  derselben,  welcher  der  Brennpunkt  der 
Parabel  heisst,  von  je  zwei  einander  zugeordneten  Punkten  gleich- 
weit absteht.  lat  aber  die  Curve  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so 
enthält  das  erwähnte  Gebilde,  da  dem  unendlich  fernen  Punkte 
U  desselben  der  Mittelpunkt  M  der  Curve  zugeordnet  ist,  ent- 
weder zwei  VOM  diesem  Punkte  gloichweit  abstehende  Ordnungs- 
punkte (BrenMi)unkto)  oder  gar  keinen  Ordnungspunkt,  je  nach- 
dem die  Gerade  a  die  Hauptaxo  oder  die  andere  Axe  der  Curve 
ist  (je  nachdem  die  Geraden  p,  p,  durch  die  Punkte  M,  U 
nicht  getrennt  oder  getrennt  sind). 

Bchnoidon  «ich  also  zwei  zu  einander  senkrechte  Gerade  im 
Bronnpunkte  F  einer  Parabel  oder  in  einem  von  den  beiden 
Brennpunkten  F,  G  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  welcho  nämlich 
mit  ihnen  in  einerlei  Ebene  liegt,  so  sind  sie  in  Hinsicht  auf 
die  Curve  einander  conjugirt.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  die 
zu  einander  senkrechten  Gerade  SP,  SP,  durch  die  Punkte 
F,  G  harmonisch  getrennt  sind  und  also  die  von  den  beiden 
Geraden  SF,  SG  eingeschlossener  Winkel  halbiren.  Liegt  der 
Punkt  S  in  der  Curve,  so  ist  die  eine  von  den  beiden  Geraden 
BP,  SP,  eine  Tangente  derselben.  Wenn  aber  im  Punkte  S 
zwei  Tangenten  der  Curve  «ich  schneiden,  so  wer(?en  auch 
die  \N  inkel,  welche  diese  Tangenten  mit  einander  bilden,  durch 
die  Geraden  SP,   SP,   halbirt. 

»5 10.  Die  V  von  je  zwei  endlichen  Strecken  FS,  Uö, 

Ditferouz  j  '' 
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welche  "die  Brennpunkte  einer  v  „        ,    ,  r  "^»^    einem  Punkte    der 
*  lIIy[ierbelJ 

Curve  verbinden,  ist  dem  von  dcrBolljcn  ,  t  geßchlopßcnem  Stücke 
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AB  der  Ilauptaxe  gleich.  Jeder  Punkt  einer  Parabel  steht  von 
ihrem  Brennpunkte  und  der  Polare  dießOR  Punktes  gleichweit  ab. 
Eb  wijd  hinreichend  pcyn,  denjenigen  von  den  obigen  Sätzen 
zu  beweisen,  welcher  auf  eine  Ellij)8e  sich  bezieht.  Die  Tangen- 
ten ST,  BT  bilden  nach  dem  Vorigen  einen  Winkel,  welcher 
durch  die  Geraden  FT,  GT  in  drei  Theile  7..  Jj.  y  getheilt  wird, 
so  dass  a  —  Y  un^^  also  7. -|- ß  m  ß -|- y  ist.  Man  schneide  nun 
in  der  Geraden  AB  vom  Punkte  B  aus  ein  Stück  BJ— BO  ab, 
so  ist  auch  TJrT.TG  und  F  J  -  FB-f  BG  -  FB  +  FA  -  AB. 
Es  werde  ferner  die  Gerade  FS  von  der  Geraden,  welche  durch 
den  Brennpunkt  G  geht  und  zur  Tangente  ST  senkrecht  ist,  im 
Punkte  K  geschnitten,  so  ist,  weil  die  geraden  Linien  SG,  SK 
mit  der  Tangente  ST  gleiche  Winkel  bilden,  SG  — SK  und  ako 
auch  TGr=TK.  Da  endlich  in  dem  Vierecke  TJFK  die  Sei- 
ten TJ,  TK  einander  gleich  sind  und  der  Winkel  am  Punkte  T 
durch  die  Diagonale  TF  in  zwei  gleiche  Theile  (2a-|-[i;rr2Y-f-?) 
getheilt    wird,  so  ist  auch  FK^FJ  d.  i.  FS  +  GS  =  AB. 

347.  Drei  Gerade,  welche  in  drei  eigentlichen  Punkten  sich 
schneiden,  bilden  mit  einander  sechs  Winkel,  deren  Halbirungs- 
linien  die  Seiten  eines  vollgtlindigen  Vierecks  sind.  Die  Eckpunkte 
dieses  Vierecks  sind  die  Milteljiunkte  von  vier  Kreisen,  deren  je- 
der jene  drei  Geraden  berührt.  Hieher  gehört  auch  (3 IG)  die 
erste  von  den  drei  folgenden  Aufgaben,  während  die  beiden  übri- 
gen besondere  Fälle  von   315  sind. 

Eine  Curve  II.  Ordnung  zu  finden,  welche  durch  die  drei 
Eckpunkte  eines  gegebenen  Dreiecks  gehe  und  einen  vierten  in 
derselben  Ebene  gegebenen  Punkt  zum  Brennpunkte  habe.  —  Um 
ein  gegebenes  endliches  Dreieck  einen  Kreis  zu  beschreiben.  — 
In  ein  gegebenes  Dreieck  eine  Curve  II.  Ordnung  zu  beschreiben, 
welche  einen  innerhalb  des  Dreiecks  gegebenen  Punkt  zum  Brenn- 
punkt habe. 

348.  "Will  man  die  Elemente  eines  räumlichen  Systems  into- 
lutorisch  so  paaren,  dass  je  zwei  einander  zugeordnete  einförmig 
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Gebilde  conj^nient  sind,  so  darf  raan  nur  entweder  die  unendlich 
ferne  Ebene  als  Ordnungsebone  und  einen  eigentlichen  Punkt  BI 
als  Ordnungspunkt,  oder  eine  eigentlichü  Kbene  S  als  Ordnungs- 
ebene und  den  unendlich  fernen  Punkt,  welcher  in  der  zur  Ebene 
ß  senkrechten  Richtung  liegt,  als  Ordnungspunkt,  oder  eine  ei- 
gentliche Gerade  a  und  die  unendlich  ferne  Gerade,  welche  in 
der  zur  erstem  senkrechten  Stellung  liegt,  als  Ordnungslinien  an- 
nehmen. Im  ersten  Fülle  sind  je  zwei  Punkte,  welche  mit  dem 
Mittelpunkte  M  in  einer  Geraden  liegen  und  von  ihm  gleichweit 
Abstehen,  im  zweiten  Falle  je  zwei  Punkte,  welche  in  einer  zur  Sym- 
metralebene  S  hcrikrechton  Geraden  liegen  und  von  der  Ebene  8 
gleichwoit  abstehen,  im  dritten  Falle  je  zwei  Punkte,  welche  in 
einer  zur  Axe  a  senkrechten  Geraden  liegen  und  von  der  Axe 
gleichwoit  abbtehen,  einander  zugeordnet.  Zwei  einander  zuge- 
ordnete Körper  sind  im  ersten  und  zweiten  Falle  symmetrisch 
gleich,   im  dritten  aber  congruent. 

IJ49.  ^Vird  in  einem  gewöhnlichen  Strahlenbündel  jedem 
Strahle  die  zu  ihm  senkrechte  Ebene  zugeordnet,  so  soll  derselbe 
rechtwinklig  heissen.  In  einem  solchen  Polursysteme  sind  also 
auch  je  zwei  conjugirte  Elemente  zu  einander  senkrecht. 

Sind   in    einem   vollständigen  |        Sind   in    einem    vollständigen 
Vierkante  zwei  einander    nicht      Vierseite    zwei    einander    nicht 


gegenüberliegende  Seiten  zu  den 
ihnen  gegenüberliegenden  Seiten 
be/ichlig  senkrecht ,  so  sind 
auch  (211)  die  beiden  übrigen 
Seiten  zu  einander  senkrecht. 


gegenüberliegende  Kanten  zu 
den  ihnen  gegenüberliegenden 
Kanten  beziehlig  senkrecht,  so 
sind  auch  die  beiden  übrigen 
Kanten  zu  einander    senkrecht. 


350.  Wenn  zwei  concentrische  Strahlenbüschel  in  zwei  Ebe- 
nen liegen,  welche  unter  schiefen  Winkeln  sich  schneiden,  so  i^t 
zu  jedem  Strahle  des  einen  Büschel«  ein  Strahl  des  andern  senk- 
recht. Nennt  man  je  zwei  solche  Strahlen  einander  entsprechend, 
80  sind  (252)  die  Büschel  j)rojektivi8ch  auf  einander  bezogen,  da- 
her die  Ebenen,  deren  jede  die  Büschel  in  zwei  zu  einander  senk- 
rechten Strahlen  schneidet,  alle  eine  Kegelfiäehe  II.  Ordnung 
berühren.  —  Drehen  sich  zwei  zu  einander  senkrechte  Ebenen 
um  zwei  feste  Axen,  welche  unter  schiefen  Winkeln  sich  schnei- 
den, 80  beschreibt  ihre  Schnittlinie  eine  Kegelfiäehe  II.  Ordnung. 
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351.  In  einem  gewohnlichen  polaren  Strahlenbündel,  welcher 
eine  Ordnungefläche  hat,  ist  jedem  Strahle  a,  welcher  nicht  in 
dieser  Fläche  liegt,  eine  Ebene  A  zugeordnet,  so  dass  die  Mittel- 
punkte von  allen  endlichen  Strecken,  deren  jede  zu. der  Geraden  a 
parallel  und  von  zwei  Punkten  der  Kegeifläche  begrenzt  ist,  in 
der  Ebene  A,  die  Mittelpunkte  von  allen  Curven  aber,  in  welchen 
die  Kegelfläche  von  den  zur  Ebene  A  parallelen  Ebenen  geschnit- 
ten wird,  in  der  Geraden  a  liegen.  Sind  die  Elemente  a,  A  zu 
einander  senkrecht,  so  ist  die  Gerade  a  eine  Axe  und  die  Ebene 
A  eine  Symraetralebene  der  Kegeifläche.  Hat  der  polare  Strah- 
lenbündel mit  dem  rechtwinkligen  Strahlonbündel,  der  mit  ihm 
concentrisch  ist,  nur  (295)  ein  Polardreikant  gemein,  so  hat  die 
Kegelfläche  nur  drei  Axen,  von  welchen  die  eine  a  (die  Hauptaxe) 
von  der  Fläche  eingeschlossen  ist.  Wenn  aber  jeder  Ebene  des 
Ebenenbüschels  a  in  Hinsicht  auf  beide  Polarsysteme  ein  und  der- 
selbe Strahl  zugeordnet  ist  (die  Kegelfläche  die  imaginäre  Ord- 
nungsfläche des  rechtwinkligen  Polarsystems  in  zwei  imaginären 
Strahlen  berührt),  so  ist  die  Kegelfläche  eine  Drehungsfläche, 
welche  nämlich  von  jeder  zu  ihrer  Hauptaxe  senkrechten  Ebene  in 
einem  Kreise  geschnitten  wird. 


352.  Die  drei  Seiten  eines 
gewöhnlichen  Dreikants  bilden 
mit  einander  sechs  Flächcnwin- 
kel,  deren  Halbirungsebenen  die 
Seiten  eines  vollständigen  Vier- 
kants sind.  Jede  Kante  dieses 
Vierkants  ist  die  Axe  eines  Dre- 
hungskegels, dessen  Mantel  die 
drei  Seiten  des  Dreikants  be- 
rührt.    317. 


Die  drei  Kanten  eines  ge- 
wöhnlichen Dreikants  bilden  mit 
einander  sechs  ebene  Winkel, 
deren  Halbirungslinicn  die  Kan- 
ten eines  vollständigen  Vierseits 
sind.  Jede  Seite  dieses  Vier- 
seits ist  zur  Axe  eines  Dre- 
hungskegels senkrecht,  dcFsen 
Mantel  durch  die  drei  Kanten 
des  Dreikants  geht. 


353.  Wenn  eine  Kegelfläche  II.  Ordnung  nur  drei  Axen  a,  b,  0 
hat  und  also  auch  in  der  Hauptaxe  a  nur  zwei  Symmetralebenen 
eich  schneiden,  so  schliesst  die  Fläche  von  der  einen  ab  dieser 
Ebenen  einen  grössern  Winkel  AB  ein  als  von  der  andern,  da- 
gegen dem  Schnitte  des  Strahlenkegels  mit  der  Ebene  ac  ein  gros* 
terex  Flächenwinkel  W  zugeordnet  ist.     Der  Winkel  AB  enthält 


212 


zwei  Strahlen  F,  G,  der  Winkel  W  aber  iwei  Ebenen  H,  J,  von 
welchen  Folgendes  gilt: 


Je  zwei  Ebenen ,    welche    in 
Hinsicht  auf  di^  KegelHiioho  ein- 
ander coiijugirt  sind  und  in  einer 
Yon  den  beiden  Geraden  F,  G 
sieh  schneiden^  sind  zu  einander 
senkrecht.      Die  ebenen  Winkel 
FG,     F'G     werden    aus    jeder 
Geraden  S,    welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  Kegeltiäche  geht, 
aber  ausserhalb  der  Ebene  F  G 
liegt,  durch  zwei  Flachenwinkel 
projicirt,    deren  Halbiruiigsebe- 
nen  zu  einander  senkrecht  und 
einander  conjugirt  sind,  folglich, 
wenn    in    der    Geraden    S    zwei 
Berühruugsebenen    der    Kcgel- 
ääche  sich  schneiden,  auch  die 
von    diesen    Ebenen    gebildeten 
Winkel  halbiren.   Liegt  aber  die 
Gerade    S    in    der    Kegelfläche, 
so  wird  diese  von  der  einen  der 
erwähnten  Ilalbirungsebenen  be- 
rührt.    Ferner   ibt    alsdann    die 
Summe  der  innerhalb  des  Strah- 
lenkegels    befindlichen    ebenen 
Winkel   FS,    GS   dem    Winkel 


Je    zwei  Gerade,    welche   in 
Hinsicht  auf  die  Kegelfläche  ein- 
ander conjugirt  sind  und  in  einer 
von  den    beiden  Ebenen  H,    J 
liegen,    sind  zu  einander  senk- 
recht.    Die  Flächenwinkel  H,  J 
H'J    werden    von  jeder   Ebene 
U,  welche  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kegelfläche  aber  nicht  durch 
die  Axe  b  geht,  in  zwei  ebenen 
Winkeln  geschnitten,  deren  Hal- 
birungslinien  zu  einander  senk- 
recht   und    einander    conjugirt 
sind,  folglich,  wenn  die  Ebene 
U  die  Kegelfläche  in  zwei  Strah- 
len   schneidet,     auch    die    von 
diesen  Geraden  i,^ebildeten  Win- 
kel  halbiren       Wird    aber   die 
Kegelfläche    von    der  Ebene   U 
berührt,  so  ist  der  Berührungs- 
strahl  die  eine  von  den  erwähn- 
ten Ilalbirungsliuien.   Ferner  ist 
alsdann  die  Summe  der  von  der 
Kegelflächo       ausgeschlossenen 
Flächenwinkel    HU,     JU    dem 
Winkel  W  gleich. 


AB  gleich. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  sind  denen  von  345  und  3  16  ganz 
analog,  daher  nur  noch  bemerkt  wird,  dasa  die  Kegelfläche  von 
jeder  zu  H  oder  J  parallelen  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten 
wird. 

304.  In  einem  räumlichen  Polarsysteme  wird  jede  Ebene, 
welche  einem  nicht  in  ihr  liegenden  unendlich  fernen  Punkte  zu- 
geordnet ist,  eine  Diametralebenc,  jede  Gerade  aber,  welche  einer 
mit  ihr  nicht  in  einerlei  Ebene  liegenden  unendlich  fernen  Geradon 
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zugeordnet  ist,  ein  Durchmeßsor  genannt.  Jede  Diamctralebene 
halbirt  also  jode  endliche  Strecke,  welche  die  ihr  zugeordnete 
Richtung  hat  und  von  zwei  Punkten  der  Ordnungeflächc  F  be- 
grenzt ist.  Jeder  Durchmesser  enthält  den  Mittelpunkt  einer  jeden 
Curve,  in  welcher  die  Fläche  F  von  einer  ihm  conjugirten  Ebene 
geschnitten  wird.  Ist  F  ein  Paraboloid,  so  sind  alle  Durchmesser 
zu  einander  parallel  und  also  zu  einer  und  derselben  Stellung  senk- 
recht, welcher  die  Axo  des  Paraboloid?  zugeordnet  ist.  \Venn 
ferner  jede  durch  die  Axe  a  gehende  Ebene  eine  Syraraetralebene 
(zu  der  ihr  zugeordneten  Richtung  senkrecht)  ist,  so  ist  die  Fläche 
F  ein  (elliptisches)  Drehungsparaboloid.  Enthält  aber  der  Ebenen- 
büschel a  nur  zwei  Ebenen,  welche  einander  conjugirt  und  zu- 
gleich zu  einander  senkrecht  sind,  so  enthalten  diese  von  jeder 
Curve,  in  welcher  die  Fläche  von  einer  zu  ihrer  Axe  senkrechten 
Ebene  geschnitten  wird,  die  beiden  Axen.  Die  erwähnten  Sym- 
metralebenen  selbst  schneiden  die  Fläche  in  zwei  Parabeln,  welche 
in  ihrem  gemeinschaftlichen  Scheitelpunkte  die  in  diesem  Punkte 
zur  Axe  a  senkrechte  Ebene  auf  einerlei  oder  entgegengesetzten 
Seiten  berühren,  je  nachdem  das  Paraboloid  ein  elliptisches  oder 
hyperbolisches  ist.  Uebrigens  wird  das  Paraboloid  von  jeder  Dia- 
metralebene in  einer  Parabel  geschnitten,  in  welcher  demselben 
eine  parabolische  Cylinderfläche  sich  anschmiegt. 

355.  Alle  Durchmesser  und  Diametralebenen  eines  Ellipsoids 
oder  auch  Hyperboloids  gehen  durch  seinen  Mittelpunkt,  nämlich 
den  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene,  welcher  von  je  zwei  Punkten 
der  Fläche,  die  mit  ihm  in  einer  Geraden  liegen,  glcichweit  ab- 
steht. Ist  unter  allen  den  Polardreikanten,  deren  jedes  drei  ein- 
ander conjugirte  Durchmesser  zu  Kanton  hat,  nur  eines,  dessen 
Kanten  alle  drei  zu  einander  senkrecht  sind,  so  hat  die  Fläche 
nur  drei  Axen  und  drei  Symmetralebenen.  Wenn  aber  ein 
Durchmesser  a  mit  je  zwei  Durchmessern,  die  zu  ihm  und  unter 
sich  senkrecht  sind,  ein  Polardreikant  bildet,  so  ist  die  Fläche 
eine  Drehungsfläche  und  jener  Durchmesser  die  Drehungsaxe  der- 
selben. Wenn  endlich  jeder  Durchmesser  zu  der  ihm  conjugirten 
Diametralebene  senkrecht  ist,  so  ist  die  Fläche,  da  alle  Punkte 
derselben  vom  Mittelpunkte  gleichweit  abstehen,  eine  Kugelfläche. 

356.  Wenn  ein  Eliipsoid,  welches  nur  drei  Axen  hat,  von  der 
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einen  das  Stück  AB,  ron  der  andern  da«  Stück  CD  und  Ton 
der  dritten  das  Stück  EF  einschliesst,  so  dass  AB>*  CD>»  EF 
ist,  80  wird  die  Fläche  von  der  mit  ihr  concentrischen  und  durch 
die  Punkte  C,  D  gehenden  Kugelfläche  in  zwei  Kreisen  geschnitten. 
Die  Kugolfläche  schneidet  die  Ebene  AEBF  in  einem  Kreise  k, 
dieser  Kreis  aber  die  Ellipse  AEBF  in  den  vier  Eckpunkten 
eines  Kechtocks,  dessen  Diagonalen  die  zum  Durchmesser  CD 
Konkrecliton  Durchmesser  jener  Kreise  sind.  Die  gemeinschaftlichen 
Tanponton  der  Ellipse  AEBF  und  des  Kreises  k  bezeichnen  die 
Riclituugci»  von  zwei  um  das  Ellipsoid  beschriebenen  Drehungs- 
cylindern. 

'6[)1.  Jeder  in  einer  Fläche  II.  Ordnung  liegende  Kreis  » 
gehört  einem  Systeme  von  Parallelkreisen  an,  welche  die  Flüche 
erfüllen. 

Es  sey  a  derjenige  Durchmesser  der  Fläche,  welcher  der 
Ebene  E  des  Kreises  s  conjugirt  ist.  Da  nun  der  in  dem  Polar- 
systerae  enthaltene  involutorische  Ebenenbüschel  a  von  uer  Ebene 
E  und  mithin  auch  von  jeder  zu  dieser  Ebene  parallelen  Ebene 
in  einem  rechtwinkligen  Striihlenbüschel  geschnitten  wird,  so  folgt 
der  Satz. 

358.     Jeder  Durchmesser  eines  Hyperboloids  ist  der  Diarae- 
tralebene  conjugirt,  welche  ihm  in  Hinsicht  auf  den  Assymptoten- 
kegel  zugeordnet  ist,  daher  die  Axen  des  Assymptotenkegels  zu- 
gleich die  Axen  des  Hyperboloids  sind.     Ob  eine  Curve,  in  wel- 
cher das  Hyperboloid  von  einer  Ebene  geschnitten  wird,  ein  Kreis 
oder  eine  andere  Ellipse  oder  eine  Parabel  oder  eine  Hyperbel 
sei,  kann  an  der  Curve  erkannt  werden,  in  welcher  dieselbe  Ebene 
oder  eine  zu  ihr  parallele  Ebene  den  Assymptotenkegel  schneidet. 
Jede  Ebene,  welche  den  Assymptotenkegel  eines  einschaligen 
Hyperboloids  in  einer  Geraden  berührt,  schneidet  das  Hyperboloid 
in  zwei  Geraden,  welche  zu  jener  Geraden  parallel  sind  und  von 
ihr  gleichweit  abstehen.     Durch  je  drei  Gerade,  welche  einer  und 
derselben  Schaar  angehören,  ist  (48)  ein  Parallelepipedon  bestimmt, 
dessen  Mittelpunkt  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  ist. 
Zieht  man  zu  jeder  der  drei  Geraden  eine  Parallele,  welche  die 
beiden  übrigen  schneidet,  so  erhält  mau  drei  Parallelstreifen,  deren 
Halbirungslinien  in  dem  erwähnten  Punkte  sich  schneiden. 
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359.  Wird  eine  Curve  II.  Ordnung  um  ihre  Hauptaxe  ge- 
dreht, 80  erzeugt  sie  eine  Fläche  II.  Ordnung  S,  welche  zwei 
Brennpunkte  F,  G  hat.  Aus  jedem  dieser  Punkte  wird  jede  Curve 
8,  in  welcher  die  Fläche  S  von  einer  nicht  durch  ihn  gehenden 
Ebene  E  geschnitten  wird,  durch  eine  Drehungsfläche  K  projicirt, 
deren  Axo  durch  den  Pol  P  jener  Ebene  geht. 

In  Hinsicht  auf  die  Fläche  S  ist  nämlich  jeder  durch  den 
Punkt  F  gehenden  Ebene  Q  ein  Punkt  Q,  zugeordnet,  welcher 
mit  dem  Punkte  F  in  einer  zur  Ebene  Q  senkrechten  Geraden 
FQ,  liegt.  Wenn  nun  die  Ebene  Q  auch  durch  den  Punkt  P 
geht,  folglich  der  Punkt  Q,  in  der  Ebene  E  liegt,  so  ist  in  Hin- 
sicht B'if  die  Curve  s  der  Geraden  EQ  der  Punkt  Q„  mithin  in 
Hinsicht  auf  die  Kegelfliiche  K  jeder  durch  die  Geraden  FP  ge- 
henden Ebene  Q  eine  zu  dieser  Ebene  senkrechte  Gerade  FQ, 
zugeordnet. 

360.  Je  zwei  unendlich  ferne  !  ^       ,    ;,  welche  in  zwei  zu 

I  Gerade  j 

1  11,       (Richtungen)  ,.  .,.„.,, 

einander  senkrechten  '     .  „  liegen,   sind   in  Hinsicht  auf 

\  Stellungen  /       ^     ' 

die  imaginäre  Curve  einander  conjugirt,  in  welcher  die  unendlich 
ferne  Ebene  von  allen  Kugeln  und  den  imaginären  Ordnungsflächen 
aller  rechtwinkligen  Strahlenbündel  geschnitten  wird.  Es  heisst 
dies  aber  nichts  anderes,  als  dass  dasjenige  unendlich  ferne  ebene 
Polajsystem,  welches  aus  jedem  eigentlichen  Punkte  durch  einen 
rechtwinkligen  Strahlenbtindel  projicirt  wird,  in  jedem  räumlichen 
Polarsystcme  enthalten  sei,  dessen  Ordnungsfläche  eine  Kugel- 
fläche ist. 


Durch  vier  gegebene  eigent- 
liche Punkte,  welche  nicht  in 
einerlei  Ebene  liegen,  eine  Ku- 
gelfläche zu  legen  (eine  Fläche 
n.  Ordnung,  welche  durch  die 
oben  erwähnte  imaginäre  Curve 
gehe).    333. 

Eine  Kugel  zu  beschreiben, 
welche  (334)  die  vier  Flächen  ei- 
nes gegebenen  Tetraeders  ABCD 


Eine  Fläche  II.  Ordnung  zu 
finden,  welche  die  vier  Flächen 
eines  gegebenen  Tetraeders  be- 
rühre und  einen  ausserhalb  die- 
ser vierEbenen  gegebenenBrenn- 
punkt  habe. 

Eine  Fläche  II.  Ordnung  zu 
finden,  welche  durch  die  vier 
Eckpunkte  eines  gegebenen  Te- 
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berühre,  von  dessen  sechs  Kan- 
ten keine  imUnendlichen  lieg^t. — 
Die    vier   Flächen    des   Tetrae- 
ders   bilden    zwölf  Flächenwin- 
kel, deren  Halbiruiigsebenen  die 
Seiton    von    zwölf  vollständigen 
Vierkanten    sind.       Pie    Mittel- 
punkte dieser  Vierkante  sind  die 
▼i©r  Eckpunkte  des  Tetraeders 
und  acht  andere  Punkte.    ^S'enn 
nun    M   irgend    einen    der  acht 
letztern  Punkte   bezeichnet,    so 
kommt  es  darauf  an,  ob  er  im 
Unendlichen  oder  nicht  im  Un- 
endlichen liegt.    Im  erstem  Falle 
ist  die  Gerade  DM  die  Axe  ei- 
nes Drehungskcgels,  welcher  die 
EhenenDAB,  DAC,  DBC  und 
die  durch  den  Punkt  D  gehen- 
de,   zur    Ebene    ABO   parallele 
Ebene  P  berührt      Im  letztern 
Falle  ist  der  Punkt  M  der  Mit- 
telpunkt   einer    Kugel,    welche 
die  vier  Fliehen  des  Tetraeders 
ABCD  berührt.      Die  Aufgabe 
lässt  daher  fünf  oder  sechs  oder 
siebenoder  acht  Auflösungen  zu, 
je  nachdem    es    drei  oder  zwei 
oder   einen    oder    keinen    Dre- 
hungskegel giobt,   welcher    die 
vier  Ebenen  D  AB,  DAC,  DBC, 
P  berührt. 


traeders  ABCD   gehe  and  ei- 
nen   gegebenen  Brennpunkt    F 
habe,  der  in  keiner  Kante  des 
Tetraeders   liegt.    —    Die   rier 
Geraden    FA,    FB,    FC,    FD 
bilden  mit  einander  zwölf  ebene 
Winkel,  deren  Halbirungslinien 
die   Kanten   des   Tetraeders   in 
den  zwölf  Eckpunkten  von  zwölf 
vollständigen  Vierseiten  schnei- 
den.    Die  Träger    dieser  Vier- 
seite sind  die  vier  Flächen  den 
Tetraeders  und  acht  anderen  Ebe- 
nen.   Ist  nun  E  irgend  eine  der 
acht  letzteren  Ebenen,  so  kommt 
es  darauf  an,  ob  sie  durch  den 
Punkt  F   oder  nicht    durch  ihn 
geht.    Im  erstem  Falle    ist   die 
Ebene  E    zur  Axe    eines    Dre- 
hungskegels   senkrecht,    dessen 
Mantel  durch  die  vier  Geraden 
FA,  FB,  FC,  FD  geht.     Im 
letztem  Falle  ist  die  Ebene  E 
die    Polare    des   Punktes   F    in 
Hinsicht  auf  eine  Fläche,  welche 
der  Aufgabe  Genüge  leistet.  Di«* 
Aufgabe  lässt  daher   fünf   oder 
sechs    oder    sieben    oder    acht 
Auflösungen"  zu,  je  nachdem  es 
drei  oder  zwei  oder  einen  oder 
keinen  Drehungskegel  giebt,  des- 
sen Mantel  durch  die  vier  Ge- 
raden FA,  FB,  FC,  FD,  geht. 


B  eri  e  btipan  jf. 
In  X77  int  Safl  statt  n  +  l   und  2n  itatt  n  za  lef«o. 
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